L.Thibault

Chapitre-1 Espaces topologiques

1 Axiome de Zermelo

Commencgons par énoncer I’axiome du choix de Zermelo.

Axiome du choix de Zermelo : Soit I un ensemble non vide et (A;);er une famille de sous-
ensembles non vides d’un ensemble X. Il existe une application f: I — X telle que f(i) € A; pour
tout 7 € 1.

On va établir trois principes équivalents a4 ’axiome du choix. Pour cela, rappelons d’abord
quelques notions concernant les ensembles ordonnés.

Une relation binaire R sur un ensemble non vide E (i.e. un sous-ensemble non vide de E x E)
est dite étre une relation d’ordre sur E quand elle est :
réflexive : xRx pour tout x € E;
antisymétrique : (r,y € E, xRy et yRz) = (x=y);
transitive : (z,y,z € E, 2Ry et yRz) = (zRz).

On note en général < ou < une relation d’ordre sur E et on dit que le couple (E, <) est un
ensemble ordonné.

On dit qu’un sous-ensemble non vide C' de E est totalement ordonné ou est une chaine (pour
I'ordre induit) si pour toute paire d’éléments z,y € C ,onaz <Xy ouy =< x.

Un élément z de 'ensemble ordonné (E, <) est dit étre un élément mazimal (resp. minimal) s’il
n’existe dans E aucun élément y € E différent de z vérifiant z < y (resp. y =< 2).

Rappelons que, pour un sous-ensemble non vide S de I’ensemble ordonné (E, <), un élément
m € FE est dit étre un majorant (resp. minorant) de S dans E quand pour tout x € Sonaxz < m
(resp. m = z). Quand il existe un majorant (resp. minorant) de S qui appartient a S, il est aisé
de voir qu'un tel majorant (resp. minorant) est unique et que c’est le plus grand (resp. plus petit)
élément de S'; dans ce cas il est noté max< S (resp. min< S). Il n’en existe pas toujours (Exer :
donner des exemples).

On dit que 'ensemble ordonné (E, <) est bien ordonné quand tout sous-ensemble non vide de
FE admet un plus petit élément.

Théoréme 1.1 Chacune des assertion suivantes est équivalente & l’axiome du choiz.

(a) Théoréme ou Principe de chaine maximale (ou de maximalité) de Hausdorff : Tout
ensemble non vide ordonné admet au moins une chaine maximale (pour l'inclusion), i.e. pour tout
ensemble ordonné non vide (E, <) il existe au moins une chaine qui n’est incluse dans aucune autre.
(b) Lemme de Zorn : Si (E, <) est un ensemble ordonné non vide tel que toute chaine admette
un magorant dans E (autrement dit (E, =) est ordonné inductivement), alors E admet au moins un
éléement maximal relativement a <.

(¢) Théoréme ou principe de bon ordre de Zermelo : Tout ensemble non vide peut étre bien
ordonné, i.e. sur tout ensemble non vide E il existe au moins une relation d’ordre < tel que (E, <)
soit bien ordonné.



2 Topologie sur un ensemble

Rappelons que 'on appelle ouvert de R toute réunion d’intervalles ouverts de R. Les propriétés
connues de stabilité des ouverts de R pour une réunion quelconque et pour une intersection d’'un
nombre fini conduisent & considérer les classes de la définition suivante.

Définition 2.1 (Topologie) On appelle topologie sur un ensemble non vide X toute classe O de
parties de X telle que
(i) XeOetheO;
(i1) Stabilité pour une réunion quelconque : Pour toute famille (U;);er de O on a (Ujer U;) €
O;
(i17) Stabilité par intersection finie : (U € OetUs € O) = (U NUz € O).

Dans ce cas, on dit que (X, O) est un espace topologique et tout U € O est appelé un ouvert
de (X, 0). Parfois on notera T au lieu de O une topologie sur un ensemble.

Exemples.

(a) Pour tout ensemble non vide X, la classe P(X) de toutes ses parties est une topologie sur X,
dite topologie discréete de X.

(b) La classe {0}, X} est une toplogie sur X, dite topologie grossiere de X.

(c) Si O est une topologie sur X et si A est un sous-ensemble non vide de X, alors la classe
{UNA:U € O} est une topologie sur A dite topologie induite sur A par O ou topologie relative de
A correspondant a O.

(d) L’intersection d’une famille quelconque de topologies sur un ensemble X est une topologie sur
I’ensemble X.

(e) Soit (X, d) un espace métrique. Rappelons que B(a,r) := {x € X : d(z,a) < r} (resp. Bla,r] :=
{r € X :d(zx,a) <r}),otae€ X etr€|0,+o0], désigne la boule ouverte (resp. fermée) dans X de
centre a et de rayon r. Soit Oy la classe constituée de () et des réunions de boules ouvertes de X,
i.e. U # ) est dans Oy si et seulement si U est la réunion d’une famille de boules ouvertes de X.

On vérifie (Exer) que cette classe Oy est une topologie sur X. On I'appelle la topologie sur X
associée a (ou engendrée par) la distance d.

On verifie également (Exer) que pour une partie non vide U de X on a U € Oy si et seulement
si pour tout = € U il existe un réel r, > 0 tel que B(z,7;) C U.

Si d’ est une autre distance sur X telle que Oy = Oy, on dit que les distances d et d’ sur X sont
topologiquement équivalentes. Evidemment 1'équivalence métrique des deux distances d et d’' (i.e.
lexistence de deux réels a, > 0 tels que ad(z,y) < d'(z,y) < fd(x,y) pour tout (z,y) € X x X)
implique leur équivalence topologique (Exer).

Si pour un espace topologique (X, Q) il existe une distance telle que la topologie associée soit
égale a O, on dit que 'espace topologique (X, O) est métrisable.

(f) La classe Og constituée de @) et des réunions d’intervalles ouverts de R est une topologie sur R
appelée la topologie naturelle ou usuelle de R.

(g) Pour R := R U {—o00, 400}, soit O la classe constituée des ensembles U € O, des ensembles
UU[—oo,r], UUJs, +o0] et U U [—o0, r[U]s, +o0], avec U € Og et r,s € R (ot Or désigne comme ci-
dessus la topologie naturelle de R). La classe O est une topologie sur R appelée la topologie naturelle
ou usuelle de R. Si I'on convient d’étendre la fonction Arctan a R en posant Arctan(—oo) = —m/2
et Arctan(4o00) = 7/2, alors on peut vérifier (Exer) que la fonction d : R x R — R, avec d(z,y) =
|Arctan(z) — Arctan(y)|, est une distance sur R et que la topologie associée & cette distance est
égale a Og. Ainsi la topologie naturelle de R est métrisable.



(h) La topologie naturelle Or de R coincide avec la topologie induite sur R par la topologie naturelle
Og de R (Exer). [

Précisons que 1'on dit parfois quune topologie O sur X est moins fine ou moins forte ou
plus faible (resp. plus fine ou plus forte ou moins faible) que la topologie O quand O’ C O
(resp. O' D O).

Donnons les définitions de quelques premiéres notions attachées & un espace topologique.

Définition 2.2 Soit (X, O) un espace topologique.
(a) Si pour un ensemble A de X on a CxA € O, on dit que A est fermé dans (X, O).
(b) Pour A C X, la réunion de tous les ouverts de X inclus dans A est applelé Vintérieur de A

dans X et on note intx A ou intpA ou int A ou ;1

(¢) Pour A C X, lintersection de tous les fermés de X contenant A est applelé I’adhérence ou la
fermeture de A dans X et on note adhx A ou adhpA ou adh A ou A.

(d) La frontiére d’une partic A de X est Uensemble bdx A := (adhxA) N (adhx(CxA)). On le
note aussi parfois OA.

(e) Un sous-ensemble V de X est dit étre un voisinage de a € X s’il existe U € O tel que
a €U CV. La classe de tous les voisinages de a sera notée Vx(a) ou Vo(a) ou V(a).

(f) Un point a € X est dit étre un point d’accumulation d’un sous-ensemble A de X quand pour
tout voisinage V' de a nous avons VN (A\ {a}) # 0. L’ensemble des points d’accumulation de A est
noté accx A ou accpA ou acc A.

(9) Un ensemble A C X est dit étre connexe s’il n’est pas (pour la topologie induite sur A) la
réunion de deux ouverts relatifs dans A non vides disjoints.

Le théoréme suivant énonce un certain nombre de propriétés des concepts ci-dessus.

Théoréme 2.3 Soit (X, O) un espace topologique. Alors les assertions suivantes ont lieu.

(a) Les ensembles () et X sont fermés dans X.

(b) L’intersection d’une famille quelconque de fermés de X est un fermé de X.

(¢) La réunion d’un nombre fini de fermés de X est un fermé de X.

(d) Pour A C X, lintérieur intx A est le plus grand ouvert de X inclus dans A.

(e) Pour A C X, l'adhérence adhx A est le plus petit fermé de X contenant A.

(f) Un sous-ensemble A de X est ouvert (resp. fermé) dans X si et seulement si intx A = A (resp.
adhxyA=A).

(g9) Soient A C X non vide et a € X. Alors a € intx A si et seulement si il existe un voisinage V' de
a tel que V C A. Ainsi A est ouvert si et seulement si A est un voisinage de chacun de ses points.
De méme, a € adhx A si et seulement si pour tout voisinage V de a nous avons VN A # ().

(h) Un sous-ensemble A de X est fermé dans X si et seulement accx A C A.
(i) Un sous-ensemble A de X est conneze s’il n'est pas (pour la topologie induite sur A) la réunion
de deux fermés relatifs dans A non vides disjoints.
Pour des parties A, B de X et une famille quelconque (A;);cr de X on a :
(j) Cx(intxA) = adhx(CXA) et bdxA = (adhXA) \ (intxA).
(k) adhx (AU B) = (adhxA) U (adhx B) et intx (AN B) = (intxA) N (intx B).
(l) Useradhx A; C adhX(Uiein) et Nierintx A; D intX(ﬂiein).

Démonstration. Exercice. B

Il est des fois plus facile de travailler avec une sous-classe particuliére de voisinages.



Définition 2.4 Soit a un point d’un espace topologique (X,0). On dit qu’une classe S de parties
de X est un systéme fondamental ou base de voisinages de a dans X si tout S € S est un
voisinage de a dans X et si pour tout voisinage V de a dans X il existe S € S tel que S C V.

Ainsi si S est une base de voisinages de a € X la seconde assertion de (g) du Théoréme 2.3 peut
étre retraduite en écrivant que a € adhx A si et seulement si pour tout V€ S on VN A # 0.

Il est également souvent commode de travailler avec une classe particuliére d’ouverts au lieu de
toute une topologie. Les deux classes suivantes sont parmi les plus importantes.

Définition 2.5 (Base et sous-base d’une topologie) Soit O une topologie sur un ensemble X.
On dit qu’une classe B de parties de X est une base de la topologie O quand B C O et quand
tout ensemble non vide U € O est la réunion d’une famille d’ensembles appartenant a B.

Une classe S C O est une sous-base de la topologie O quand la classe constituée des inter-
sections de nombre fini d’ensembles appartenant a S est une base de la topologie O.

Exemples.
(a) La classe des intervalles ouverts de R est une base de la topologie naturelle de R.
(b) La classe des intervalles |r, s[, [—oo,7[ et |s, +o0], avec r,s € R, est une base de la topologie

naturelle de R (Exer).

(c) La classe des singletons de X est une base de la topologie discréte de X.

(d) Pour a,b € R avec a < b, la classe des intervalles [a, s| et |r,b] avec s €]a,b] et r € [a,b] est
une sous-base de la topologie naturelle de [a, b] (i.e. la topologie induite sur U'intervalle [a, b] par la
topologie naturelle de R). |

Proposition 2.6 Soit B une classe de parties d’un ensemble non vide X. Il existe une topologie
sur X dont B est une base si et seulement si les deux propriétés (a) et (b) suivantes ont lieu :

(a) UpepB = X ;

(b) pour tous By, Bs € B et x € By N By il existe By € B tel que x € By C By N By.

Dans ce cas la topologie sur X dont B est la base est unique.

Démonstration. Exercice. l

Soit A une classe de parties d’'un ensemble non vide X. L’intersection de toutes les topologies sur
X contenant A est une topologie sur X contenant A et c’est la plus petite toplogie sur X contenant
A. On l'appelle la topologie sur X engendrée par la classe A et on note Topx (A).

Proposition 2.7 Soit S une classe de parties d’un ensemble non vide X et O une topologie sur X .
Les assertions suivantes ont lieu.

(a) La classe S est une sous-base de la topologie O si et seulement si UgesS = X et Topx(S) = O.
(b) Il existe une topologie sur X dont S est une sous-base si et seulement si UgesS = X.

Démonstration. Exercice. B

Pour deux parties A et B d’'un espace topologique (X, 0) avec A C B, on dit que A est dense
dans B quand B C adhxA. Si X contient une partie dénombrable dense dans X, on dit que
I’espace topologique (X, Q) est séparable.

Proposition 2.8 (a) Tout espace topologique a base dénombrable est séparable.
(b) Un espace topologique métrisable est a base dénombrable si et seulement s’il est séparable.



Démonstration. Exercice. B

L’un des intéréts des espaces topologiques a base dénombrable est que dans de tels espaces tout
point admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages, car si B est une base dénombrable
d’un tel espace X, pour chaque point a € X la classe S(a) := {U : a € U et U € B} est dénombrable
et elle est un systéme fondamental de voisinages a dans X. Par conséquent, comme on va le voir
dans la proposition ci-dessous, on peut dans de tels espaces caractériser les concepts d’adhérence,
d’ensemble fermé etc a l'aide de convergence de suite. Disons qu’une suite (x,)n,en d'un espace
topologique converge ou tend vers un point x € X quand pour tout voisinage V de z dans X, il
existe un entier ny € N (dépendant de V') tel que pour tout entier n > ng on a x,, € V. On exprime
ceci en écrivant ©,, — .

n—o0
Proposition 2.9 Soit (X, O) un espace topologique dont tout point admet un systéme fonda-
mental dénombrable de voisinages (ce qui est vrai en particulier si (X, Q) est ¢ base dénom-
brable). Soient a € X et A C X. Les assertions suivantes ont liew :
(a) Le point a € adhx A (resp. a € accx A) si et seulement s’il existe une suite de points de A (resp.
de A\ {a}) convergeant vers a dans l’espace X.
(b) L’ensemble A est fermé si et seulement si pour toute suite (zp)nen de points de A convergeant
vers un point a de X on a linclusion a € A.

Démonstration. Exercice. l

Les propriétés (a) et (b) de la proposition précédente n’ont pas lieu dans beaucoup d’espaces
topologiques non métrisables. Ceci conduit & introduire le concept de suite généralisée. Rappelons
au préalable que 'on appelle préordre sur un ensemble non vide J toute relation binaire < sur J
qui est réflexive et transitive. Si < est un préordre sur J, on dit que le couple (J, X) est préordonné.
Quand de plus, pour toute paire ji,jo € J il existe j3 € J tel que j1 = j3 et jo =< j3, on dit que
= est un préordre filtrant croissant ou que (J, <) est un ensemble préordonné filtrant croissant.
Quand il n’y a pas d’ambiguité on ne précise pas =.

Définition 2.10 (Suite généralisée) Si (J, <) est un ensemble préordonné filtrant croissant, toute
famille (x5)je; d’un ensemble X est appelée une suite généralisée ("net” en anglais) de X.

Si X est muni d’une topologie O, (par analogie au cas des suites) on dit que la suite généralisée
(xj)jes converge ou tend vers un point x € X quand pour tout voisinage V de x dans X il existe
un jo € J (dépendant de V') tel que pour tout j € J vérifiant jo = j on a x; € V. Dans ce cas on
écrit x; — .

jeJ
Exemples.
(a) Toute suite (x,)nen est évidemment une suite généralisée.
(b) Soient (J1,=1) et (J2,=2) deux ensembles préodonnées filtrants croissants et soit le préordre
produit < défini sur J; x Ja par (j1,j2) = (ji,75) si et seulement si j; <1 7} et jo < j5. Alors < est
un préordre filtrant croissant.
(c) Soit a un point d’un espace topologique (X, Q) et soit S une base de voisinages de a. La relation
d’ordre D sur I’ensemble S est évidemment filtrante croissante. Si pour une suite généralisée (zy )yves
de X, indexée par une base S de voisinages de a € X, on a xy € V pour tout V € S, alors on
vérifie (Exer) que xy Ve

(d) II est parfois nécessaire de préciser le préordre considéré sur I’ensemble d’indices. Prenons par
exemple T :=|0, 1[ et pour chaque ¢t € T posons z; := ¢ pour tout ¢t € T. Relativement a l’ordre



naturel < de T (qui est filtrant croissant) on a x¢ —T> 1 dans R mais relativement & ’ordre inverse
te

> sur T’ (qui est aussi filtrant croissant) on a x¢ s 0 dans R. [
te

Proposition 2.11 Soient (X, O un espace topologique, a € X et A C X. Les assertions suivantes
ont lieu :

(a) Le point a € adhx A (resp. a € accx A) si et seulement s’il existe une suite généralisée de points
de A (resp. de A\ {a}) qui converge vers a.

(b) L’ensemble A est fermé dans X si et seulement si pour toute suite généralisée (z;)jey de points
de A convergeant vers un point a de X on a l'inclusion a € A.

Démonstration. Exercice. B

Dans le but d’avoir 'unicité de limite d’une suite généralisée convergente, on introduit le concept
d’espace séparé.

Définition 2.12 (Espace topologique séparé) Un espace topologique (X, O) est dit étre séparé
(ou de Hausdorff) quand pour toute paire d’éléments différents x,y de X il existe un voisinage
Ve de z et un voisinage Vy, de y dans X tels que V; NV, = 0.

Evidemment tout espace topologique métrisable est séparé.

Cette propriété de séparation de Hausdorff permet de caractériser les espaces topologiques ol
toute suite généralisée convergente ne converge que vers un seul point.

Proposition 2.13 Un espace topologique est séparé (Hausdorff) si et seulement si toute suite
généralisée convergente de cet espace ne converge que vers un seul point.

Démonstration. Exercice. B

Ainsi quand l’espace topologique est séparé (Hausdorff), on écrit parfois hmJ z; au lien de z; — y

J€ JjE

x et on dit que x est la limite de la suite généralisée () e

Nous allons maintenant considérérer une topologie naturelle sur le produit cartésien d’une famille
d’ensembles dont chacun est muni d’une topologie donnée. Soient (X;);e;r une famille de sous-
ensembles non vides d’un ensemble Z et soit pour chaque ¢ € I une topologie O; sur X;. L’ensemble
[Lic; Xi des applications f de I dans Z avec f(i) € X; pour tout ¢ € I est non vide (d’apreés
laxiome du choix de Zermelo quand I est un ensemble infini quelconque). Pour chaque k € I,
I'application 7y : [[;c; Xi — X qui & f € [[,c; Xi associe m(f) := f(k) est appelée I'application
k-iéme-projection.

11 sera parfois commode de noter (z;);c; 'application f qui a chaque i € I associe z; € X;.

Définition 2.14 (Topologie produit) La classe des [[;c; Ui, ot U; € O; pour tout i € I et o
U; = X; sauf au plus pour un nombre fini de i € I, vérifie évidemment les propriétés (a) et
(b) de la Proposition 2.6 et donc il existe une topologie (et une seule) sur [[,; X; dont elle est une
base. Cette topologie est appelée la topologie produit sur [[,.; X; des topologies O;.

Sauf mention contraire, un espace produit sera toujours muni de la topologie produsit.

. —1 . .
Evidemment la classe des m;(U;) pour i € I et U; € O; (i.e. la classe des [[,; U;, ot U; € O;
pour tout @ € I et ou U; = X; sauf éventuellement pour un seul i € ) est une sous-base de
cette topologie produit.



Si toutes les topologies O; sont séparées (Hausdorff), alors la topologie produit est séparée
(Hausdorff) (Exer).

Soit pour chaque 7 € I un ensemble non vide 4; C X; et soit O} la topologie induite sur A; par
la topologie O;. On vérifie (Exer) que la topologie produit (sur [],.; A;) des topologies induites O}
est égale a la topologie induite sur [],.; A; par la topologie produit des O;.

Quand l'ensemble I est fini, par exemple I = {1,--- ,p}, la base (dans la définition 2.14) ci-
dessus est réduite a la classe des Uy x --- x U, avec U; € O; pour i = 1,--- ,p.

Pour le cas d’un nombre fini d’espaces topologiques on a le résultat suivant.

Proposition 2.15 Considérons un nombre fini de p espaces topologiques (X1,01),- -, (Xp, Op)
p

et munissons X = [[X; de la topologie produit. Soient Ay C Xy,---,A, C X,. Les assertions
i=1

suivantes ont lieu.

p

(a) L’ensemble [[ A; est ouvert dans X par rapport a la topologie produit si et seulement si chaque
i=1

A; est ouvert dans (X;, O;).

p p
(b) intx([][A:) = [] (intx,A:).
i=1 i=1
p
(d) L’ensemble [] Ai est fermé dans X par rapport a la topologie produit si et seulement si chaque
i=1
A; est fermé dans (X;, 0;).
p

(d) adhX(ﬁIAi) = [ {adhx,4).

Démonstration. Exercice.

Les assertions (a) et (b) de la proposition ci-dessus n’ont pas lieu dans le cas d’un nombre
infini d’espaces. L’étude de ’adhérence et de l'intérieur du produit cartésien dans un nombre infini
d’espaces fera 'objet d’un exercice de TD.

3 Applications continues

Commencons par énoncer la définition suivante qui n’est qu’une adaptation de celle déja connue
pour les fonctions réelles d’une variable réelle.

Définition 3.1 (Continuité) Soient (X,Ox et (Y,Oy) deux espaces topologiques, a € X et f :
X —'Y une application de X dans Y. On dit que f est (Ox,Oy)-continue en a (ou bricvement
continue en a) quand pour tout voisinage W de f(a) dans'Y il existe un voisinage V' de a dans X

tel que f(V) C W ; autrement dit quand pour tout voisinage W de f(a) dans'Y [’ensemble fl(W)
est un voisinage de a dans X.

Si f est continue en tout point de X, on dit que f est continue sur X ou (brievement) que f est
continue.

Si A est un sous-ensemble de X avec A S a, on dit que f est continue en a relativement a A
quand pour la topologie induite sur A (par Ox ) la restriction de f a A est continue en a.

Exempleset exercices.
(a) Toute application constante d’un espace topologique dans un autre est continue.



(b) Si X est muni de la topologie discréte, alors toutes les applications de X dans un espace
topologique quelconque sont continues.

(c) Si X est muni de la topologie grossiére et si l’espace topologique (Y, Oy) est séparé, alors (Exer)
seules les applications constantes de X dans Y sont continues.

(d) Si O et O sont deux topologies sur le méme ensemble X, alors 'application identité Idy est
(O, O")-continue si et seulement si la topologie O’ est moins fine que la topologie O, i.e. O' C O.
(e) Si f est continue en a et si A est un sous-ensemble de X contenant a, alors la restriction f|4 de
f & A est continue en a relativement a A.

|

La proposition suivante est immeédiate.

Proposition 3.2 Soient (X,0x), (Y,0y) et (Z,Oyz) trois espaces topologiques et a € X. Soient
deuz applications f: X =Y etg:Y — Z. Si f est (Ox,Oy)-continue en a et si g est (Oy,Oz)-
continue en f(a), alors go f est (Ox,Oz)-continue en a.

Le théoréme suivant caractérise la continuité en un point & I'aide de suites généralisées.

Théoréme 3.3 Soient (X, Ox) et (Y,Oy) deuz espaces topologiques, a € X et f: X — Y.

(a) L’application f est continue en a si et seulement si pour toute suite généralisée (x;)jc; conver-
geant vers a dans X la suite généralisée des images (f(xj));jcs converge vers f(a) dans Y.

(b) Si le point a admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages (en particulier si Ox
est & base dénombrable), alors f est continue en a si seulement si pour toute suite (Tp)nen
convergeant vers a dans X la suite (f(xy))nen converge vers f(a) dans'Y .

Démonstration. Exercice. l

Opérations usuelles.

(a) La somme (resp. le produit) de deux fonctions de X dans K continues en a € X est continue en
a (Exer). Enoncer et établir le résultat concernant le quotient. On rappelle que K = R ou C.

(b) Soit (X, O) un espace topologique et soit pour chaque n € N une fonction f, : X — K. Etendre
(Exer) a la suite (fn)nen (resp. série X fy,) de fonctions les résultats connus de continuité quand X
est un intervalle de R et quand il y a convergence uniforme. |

Nous avons aussi une caractérisation similaire de la continuité relative. Nous allons énoncer ce
résultat ainsi qu'une caractérisation en termes de limite relative. Soient deux espaces topologiques
(X,0x) et (Y,0y) et soient A C X, a € accyA et f une application & valeurs dans Y et définie
sur une partie de X contenant A. On dit que f tend vers b € Y en a relativement a A et on écrit

f(x) Pr—— b quand pour tout voisinage W de b dans Y il existe un voisinage V' de a dans X tel
Sx—a

que f(VNA\{a}) C W. Evidemment quand a € A, alors f tend vers b en a relativement a A si
et seulement si la restriction f|4 de f a A tend vers b en a pour la topologie induite sur A.
Quand la topologie Oy est séparée, b est unique et on écrit Alim f(x) =b. Si de plus A est un
Sx—a

voisinage de a on écrit simplement lim f(x) = b.
r—a

Proposition 3.4 Soient deux espaces topologiques (X,Ox) et (Y,Oy), soient A C X, a € accx A
et f une application & valeurs dans Y et définie sur une partie de X contenant A, et soit b € Y.
Les assertions suivantes ont lieu.

(a) L’application f est continue en a relativement a A si et seulement si pour toute suite généralisée
de A\ {a} convergeant vers a la suite généralisée des images converge vers f(a).



(b) Si lespace topologique (Y,Oy) est séparé, alors b = Alim f(z) si et seulement si pour toute
Sr—a

suite généralisée de A\ {a} convergeant vers a la suite généralisée des images converge vers b.
(c) Si Uespace topologique (Y, Qy) est séparé, alors f est continue en a relativement a A si et
seulement si f(a) = lim f(x).

Adx—a

Démonstration. Exercice. B

La proposition suivante fournit plusieurs caractérisations d’applications continues en tout point.

Proposition 3.5 Soient (X,Ox) et (Y,Oy) deuz espaces topologiques et f: X — Y une applica-
tion. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’application f est continue.

(b) L’image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X .

(c) L’image réciproque par f de tout fermé de Y est un fermé de X.

(d) Pour tout BCY on a f (adhy B) D adhX f( ).

(e) Pour tout BCY on a f(mtyB)CmtXf( ).
(f) Pour tout A C X on a f(adhxA) C adhy f(A).
Si S est une sous-base de Oy, alors chacune des assertions ci-dessus est équivalente a :

-1
(h) Pour tout S € S l’ensemble f (S) est un ouvert de X.

Démonstration. Exercice. B

On a aussi le résultat immédiat suivant.

Proposition 3.6 L’image d’un ensemble connexe par une application continue est un ensemble
connexe.

Via la notion de continuité on peut définir aussi le concept de connexité par arcs. On dit qu’un
sous-ensemble non vide A d’un espace topologique X est connexe par arcs quand pour chaque
paire d’éléments a,b € A il existe une fonction continue ¢ : [0, 1] — X telle que ¢(t) € A pour tout

€ [0,1] ainsi que ¢(0) = a et p(1) = b. On vérifie que tout sous-ensemble connexe par arcs est
connexe (Exer).

Considérons maintenant le concept d’espace topologique engendré par une famille d’applications.
Soient donc X un ensemble, (Y;, O;);cr une famille d’espaces topologiques, et pour chaque i € I
une application g; : X — Y; de X dans Y;. L’intersection de toutes les topologies 7 sur X rendant
(7, O;)-continue chaque application g; est la plus petite topologie sur X ayant cette propriété. On
I’appelle la topologie engendrée sur X par les applications g;.

Revenons au produit X := [[,.; X; d’une famille d’espaces topologiques (X;, O;);es et rappelons
que pour chaque k € I 'application k-iéme projection 7 : X — X} est définie par g (x) = ) pour
tout x = (z);er de X := [[,c; Xi. Il n’est pas difficile (Exer) de vérifier que la topologie produit
sur X est la topologie engendrée par les applications m; pour k € I, i.e. la plus petite topologie sur
X rendant continues toutes les projections.

Ainsi on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.7 Soient (E,Og) et (X;, O;)icr des espaces topologiques. Soit pour chaque i € I une
application g; : E — X; et soit g : E — [[;c; Xi avec g(u) := (gi(u))ier. Pour [[;c; Xi muni de la
topologie produit, ’application g est Og-continue en un point ug € E si et seulement si pour chaque
i € I Uapplication g; est (Og, O;)-continue en ug.



Démonstration. Il suffit d’observer que pour chaquei € I ona g; =m;0g. B

Soient Y et T deux ensembles non vides. Si I'on pose Y; := Y pour chaque t € T, alors [ [, Y;
coincide avec Iespace de toutes les applications de T dans Y. On note souvent dans ce cas Y au
lieu de [ [, Y:. Supposons que Y soit muni d'une topologie 7y. En posant Oy := 1y pour chaque
t € T, on peut considérer la topologie produit O sur Y7 = [Ler Ve

Considérons une suite généralisée (f;)jcs de YT = [],cp Y et un élément f € YT =[], Vi
Tenant compte du dernier théoréme ci-dessus, il n’est pas difficile de voir que cette suite généralisée
converge vers f par rapport a la topologie produit O si et seulement si pour chaque t € T fixé
la suite généralisée des images (f;(t))jecs converge vers f(t) dans (Y, 7y). Ainsi la topologie O
décrit la convergence simple (ou convergence ponctuelle) ("pointwise convergence” en anglais) des
suites généralisées de fonctions de T' dans Y. Cette topologie produit O est ainsi souvent appelée
la topologie de la convergence simple sur Y7 ("pointwise convergence topology” en anglais).

4 Espace topologique normal

Nous allons nous intéresser, pour deux ensembles fermés disjoints A et B d’un espace topologique
X, a lexistence d’au moins une fonction continue de X dans R valant 0 sur A et 1 sur B.

Définition 4.1 (Espace topologique normal) On dit qu’un espace topologique séparé Haus-
dorff (X, Q) est normal quand pour toute paire de fermés disjoints A et B il existe deux ouverts
disjoints Uy et Up tels que A C Uy et B C Ug.

Exemple. Tout espace métrique (X, d) est normal (pour la topologie associée a d). En effet, soient
A et B deux fermés disjoints de X. Nous pouvons sans perte de généralité supposer qu’ils sont non
vides. On montre aisément (Exer) que la fonction d(-, A) (avec d(x,A) := infycad(z,y)) vérifie
|d(z, A) — d(2', A)| < d(z,z") pour tous z,2' € X et donc elle est continue. Ainsi les ensembles
Us:={zxe X :d(z,A) <d(z,B)} et Up :={z € X : d(z, B) < d(xz,A)} sont ouverts et disjoints,

et ils contiennent A et B respectivement. H

Pour deux fermés disjoints non vides d’un espace métrique (X, d) en posant

o d(z, A)
1@) = e T d@. B)

pour tout z € X,

on voit aisément (Exer) que f est une fonction (a valeurs réelles) définie et continue sur X avec
f(z) =0pour x € Aet f(x) =1 pour x € B. L’existence d’une telle fonction n’est pas propre aux
espaces métriques. C’est en fait une caractérisation des espaces topologiques normaux.

Théoréme 4.2 (Théoréme d’Urysohn séparant deux fermés disjoints par une fonction
réelle continue). Un espace topologique séparé (Haussdorff) (X, O) est normal si et seulement si
pour toute paire de fermés disjoints A et B non vides de X il existe une fonction continue de X
dans R valant 0 sur A, 1 sur B et telle que 0 < f(z) <1 pour tout z € X.

Démonstration. Si la propriété du théoréme a lieu, alors pour deux fermés disjoints A et B les
ensembles Uy :={zx € X : f(z) < 1/2} et Ug := {x € X : f(x) > 1/2} sont disjoints et contiennent
A et B respectivement. De plus ils sont ouverts d’aprés la continuité de f. L’espace (X, O) est donc
normal.

Supposons maintenant que (X, @) soit normal et fixons deux fermés disjoints non vides A et B
de X. Soient Dy := {0, 1} et pour chaque entier n > 1 posons D,, := {p/2" : 0 < p < 2" et p € 2N}.
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L’ensemble D := UpenD,, est U'ensemble des nombres dyadiques de [0,1] et on sait qu’il est dense
dans [0, 1]. Nous allons définir par récurrence sur n une famille d’ensembles (U;)icp. Posons U; =
X\ B et choisissons, grace a la normalité de (X, O), un ouvert Uy tel que A C Uy C adh Uy C X\ B,
ie. A C Uy C adhUy C Uy. Pour n = 1 nous avons D; = {1/2} et d’aprés la normalité de (X, O)
nous pouvons choisir un ouvert Uy /5 tel que adh Uy C Uy /o C adh Uy /5 C Us. Soit n > 2 et supposons

-1
que des ouverts U; aient été définis pour tous les ¢ € :Ule de telle facon que pour tous s,t dans

—1
:Ule vérifiant s < t on ait adhUy C Uy C adhUy C Uy C adhU; C Uy. Pour t = 2% € D, (avec

p & 2N et 0 < p < 2"), nous posons t' := 2;711 et t” = ”2%1, et nous notons que Uy et Uy sont déja

définis car p—1 et p+ 1 sont pairs. Nous utilisons & nouveau la normalité de ’espace X pour choisir
un ouvert Uy tel que adh Uy C Uy C adh Uy C Uyr. La famille (Up)iep est donc construite et pour
s < t dans D nous avons Uy C adhUs C Uy C adhU; C Uy. Posons f(z) := 1 pour tout z € B et
posons f(x) :=inf{t € D : z € U;} pour tout x € X \ B (en observant que pour tout =z € X \ B nous
avons x € Uy et donc {t € D : x € Uy} # ). Pour tout x € A nous avons z € Uy et donc f(z) =0
pour tout & € A. Il ne reste plus qu’a établir la continuté de f. Considérons deux réels quelconques
0<a<land0< g <1. Alors (puisque f >  sur B) nous avons f(z) < [ si et seulement si
x € X\Betinf{t € D:z € U} < 3, et donc nous avons 1'égalité fl([O, Bl) = (teDUt<,8 U)N(X\B)
qui nous dit que fl([O, B[) est ouvert dans X. D’autre part pour @ < 1 nous avons f(z) < a si et
seulement si (Exer) x € U; pour tout ¢ € D vérifiant ¢ > « et donc

}1([o,a]): N U= n adhl;,

teD,t>a teD t>a

la seconde égalité découlant de 'inclusion adh Us C U pour s < t. Ainsi pour 0 < o < 1 I’ensemble
-1
1 ([0,a]) est fermé dans X. Puisque les images des pomts de X \ B et de B sont dans [0, 1],

I’ensemble f (Ja, 1]) est le complémentaire dans X de f ([0,a]) , et donc il est ouvert dans X. La
classe constituée des ensembles de la forme [0, 5[ ou Ja, 1] (avec 0 < a < 1 et 0 < § < 1) constituant
une sous-base de la topologie induite de [0, 1], nous concluons que f est continue sur X. |

Du théoréme d’Uryshon on déduit le théoréme d’extension de Tietze.

Théoréme 4.3 (Théoréme d’extension de Tietze). Soit A un fermé non vide d’un espace
topologique normal et f: A — R une fonction réelle continue sur A relativement a A et bornée sur
A. Alors il existe au moins une fonction réelle continue et bornée F : X — R telle que F(z) = f(x)
pour tout © € A et sup |F(x)| = sup |f(z)].

zeX €A

Démonstration. Nous pouvons supposer que f n’est pas identiquement nulle sur A car sinon le
résultat est trivial. Posons fo(x) := f(z) pour tout = € A, so := sup,ca |fo(z)|, Ag :={z € A:
fo(x) < —so/3} et By := {x € A : fo(x) > s9/3}. Les ensembles Ay et By sont évidemment
disjoints et ils sont fermés d’aprés la continuité de fy relativement a Ag. Le théoréme précédent
d’Uryshon nous fournit une fonction réelle continue gg sur X valant —so/3 sur Ag et sg/3 sur By
avec —so/3 < go(z) < s50/3 pour tout z € X, i.e. sup,cx |go(z)| < (1/3)sg. Soit fi : A — R avec
fi(z) := fo(x) — go(x) pour tout x € A. Cette fonction est évidemment continue relativement a A
et on vérifie (Exer) que pour sq := sup,c4 |f1(z)]| on a s; < (2/3)so.
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En appliquant & fi et s1 le processus appliqué précédemment & fy et sg, et en continuant ainsi
par récurrence on obtient une suite (g5 ), de fonctions réelles continues sur X telles que

@) = S k()] < (5)* sy pour tout z € A (4.1)
k=0 3
et
12
sup [g0(@)] < ()50, (12)
rzeX

L’inégalité (4.2) nous assure que la série de fonctions » | g, converge normalement sur X et que sa
fonction somme F' est continue (Exer) sur X et vérifie |F'(z)| < sp = supy |f| pour tout z € X.
Ainsi 'inégalité (4.1) entraine que f(z) = F(z) pour tout x € A et donc compte tenu de ce qui
précéde sup,c 4 |[F(x)] = sup,eq |f(2)]. Ceci termine la preuve. [

Le corollaire suivant étudie le cas ou la fonction réelle n’est pas nécessiarement bornée sur A.

Corollaire 4.4 Si (X,0) est un espace toplologique normal, alors toute fonction réelle continue
sur un fermé de X peut étre prolongée en une fonction réelle continue sur tout X.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble fermé non vide et f : A — R une fonction réelle
continue sur A relativement a A. Posons g(z) := Arctan (f(x)) pour tout € A. La fonction
g étant bornée et continue sur le fermé A, on peut (d’aprés le théoréme de Tietze ci-dessus) la
prolonger en une fonction réelle continue G sur X vérifiant — [[ /2 < G(x) < [] /2. Considérons le
fermé B := {x € X : |G(z)| =[] /2}. Si B est vide, alors pour F(z) := tan(G(z)) pour tout z € X
la fonction F' est bien définie de X dans R, elle est un prolongement de f et elle est continue sur X.

Supposons donc B # ). Puisque pour tout x € A nous avons |G(x)| = |Arctan(f(z))| < []/2,
nous déduisons que AN B = (). Le théoréme d’Urysohn nous fournit alors une fonction continue
¢ : X —[0,1] valant 1 sur A et 0 sur B. Pour tout z € X on a alors ¢(x)G(z) €] —[[/2,[]/2] et
donc F(x) := tan(p(z)G(x)) est bien définie dans R. De plus la fonction F' est & valeurs réelles et
continue sur X et elle est un prolongement de f sur X. |

5 Compacité

Un des plus importants concepts dans la théorie des espaces topologiques est celui d’ensemble
compact. Rappelons qu'une classe U de parties d’'un ensemble X est un recouvrement d’un sous-
ensemble A de X quand A C [Jy, U. Quand cardU est fini, on dit que c’est un recouvrement fini
de A. Si X est muni d’une topologie et si chaque U € U est ouvert, alors le recouvrement U de A
est dit étre un recouvrement ouvert de A ou recouvrement de A par des ouverts.

Une sous-classe S de U (i.e. S C U) qui est aussi un recouvrement de A est appelé un sous-
recouvrement.

Définition 5.1 (Ensemble compact) Un sous-ensemble A d’un espace topologique (X, Q) est dit
étre compact dans (X, 0) quand de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous-
recouvrement fini. Quand X lui-méme est compact, on dit que (X, O) est un espace topologique
compact.

Exemples.
(a) L’ensemble vide et tous les sous-ensembles finis de X sont compacts dans X.
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(b) Un sous-ensemble non vide A est compact dans (X, O) si et seulement si (Exer) pour la topologie
induite 7 par O sur A, 'espace topologique (A, 7T) est compact.

(¢) Soient un espace topologique (X, Q) et deux sous-ensembles A et Y de X avec A CY et Y # ().
Notons Oy la topologie induite sur Y par la topologie O. Alors (Exerc) A est compact dans
(Y, Oy) si et seulement si A est compact dans (X, O).

(d) Nous savons que les intervalles fermés et bornés de R sont compacts dans R pour la topologie
usuelle de R (voir le Cours de L3). Néanmoins R n’est pas compact pour sa topologie usuelle. Par
contre R est compact pour sa topologie naturelle (Exer).

(e) Pour toute suite (ordinaire) (x,)nen de (X, O) convergeant vers un point a de X, ’ensemble
A :={a} U{z, : n € N} est compact dans (X,O) (Exer).

(f) L’assertion de I'exemple (e) n’a pas lieu avec les suites généralisées. En effet pour 7' :=
| — 00, 0] muni de 'ordre naturel < (qui est filtrant croissant) et pour x; := t pour chaque t € T la
suite généralisée (x¢)ier converge vers 0 dans R mais 'ensemble | — 00,0] = {0} U{z; : t € T'} n’est
pas compact dans R. [ |

Par complémentarité, on déduit directement de la définition 5.1 une caractérisation de la com-
pacité a ’aide de fermés.

Proposition 5.2 Un espace topologique (X, O) est compact si et seulement si pour toute famille F
de fermés de X dont 'intersection de toute sous-famille finie est non vide on a (\pcz F # 0.

La proposition suivante établit quelques premiéres propriétés des ensembles compacts.

Proposition 5.3 Soit (X, O) un espace topologique. Les assertions suivantes ont lieu.

(a) Tout ensemble fermé de X inclus dans un compact de X est compact dans (X, O).

(b) La réunion d’un nombre fini de compacts de X est un compact de X .

(c¢) L’image de tout compact de X par une application continue de X dans un espace topologique Y
est un ensemble compact dans Y .

(d) Si A est compact dans (X, Q), alors A est compact dans (X, O") pour toute topologie O' C O.
(e) St lespace topologique (X, Q) est séparé, alors tout compact de X est fermé dans (X, O).

(f) S’il existe une distance d sur X pour laquelle O coincide avec la topologie associée a cette distance
d, alors tout compact A de X est d-borné, i.e. il existe un point a € X et un réel r > 0 tel que
A C By(a,r).

(9) Si A est compact dans X, alors toute fonction a valeurs réelles définie et continue sur A
relativement a A est bornée sur A et atteint ses bornes supérieure et inférieure sur A.

Démonstration. (a) Soit A un ensemble compact de X et F un fermé de X inclus dans A.
Considérons un recouvrement ouvert i de F. Alors la famille formée de X \ F et des ensembles
appartenant & U constitue un recouvrement ouvert de A et donc par compacité de A il existe un
entier m > 1 et des ouverts Uy, --- ,U,, appartenant a U tels que

ACUyU---UU,U(X\F).

On en déduit, puisque F C A, que F C U; U---U U, et donc F est compact dans X.

(b), (c) et (d) Exercice.

(e) Soit A un compact de X. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que A et X \ A sont
non vides. Fixons un élément quelconque y € X \ A. Pour chaque = € A, d’aprés 'hypothése de
séparation de Hausdorff, il existe deux ouverts disjoints U, et V, tels que z € U, et y € V,. La
famille (Uy)zea est un recouvrement ouvert de A et donc par compacité de A, il existe un entier
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m > 1 et des points x1,- -,z € A tels que A C Uy, U---UU,,, . L'ouvert V := %ilexi vérifie
y €V C X\ A, et donc X\ A est ouvert en tant que voisinage de chacun de ses points. Par
conséquent ’ensemble A est fermé dans X.

(f) Supposons que A soit compact dans X et fixons a € X. Comme UPE]O’JFOO[ By(a,p) = X, nous
avons A C U ,¢jo 1o Ba(a, p) et donc par compacité de A il existe un entier m > 1 et des réels stric-
tement positifs p1,-- -, pm tels que A C iﬂngd(a,pi). Pour le réel strictement positif r := 1r<nlzi>7<np
nous avons A C By(a,r) et donc A est d-borné.

(g) Soit f une fonction a valeurs réelles définie et continue sur A relativement a A. L’espace topolo-
gique (A, 7) étant compact par hypothése (7 désignant la topologie induite sur A) et la restriction
fia de f & A étant T-continue, I'ensemble f4(A) = f(A) est compact dans R d’aprés (c). Il découle
alors de (e) et (f) que I'ensemble f(A) est fermé et borné dans R et donc ses bornes supérieure et
inférieure existent dans R et appartiennent a f(A). |

La proposition suivante fournit un critére d’homéomorphisme intéressant. On dit qu’une appli-
cation f d’un espace topologique (X, Ox) dans un espace topologique (Y, Oy ) est un homéomor-
phisme si elle est bijective et bicontinue (i.e. elle et son application réciproque sont continues).

Proposition 5.4 Toute bijection continue d’un espace topologique compact dans un espace
toplogique séparé (Hausdorff) est un homéomorphisme.

Démonstration. Exercice. B

Nous établissons maintenant une caractérisation de compacts d’un espace topologique (X, Q) a
partir d’une sous-base de la topologie O.

Théoréme 5.5 (Théoréme d’Alexander caractérisant la compacité a partir de sous-
base). Soient (X,0) un espace topologique et S une sous-base de la topologie O. Alors un sous-
ensemble A de X est compact dans X si et seulement si de tout recouvrement de A par une famille
d’ensembles appartenant ¢ S on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Démonstration. L’'implication = est évidente. Supposons que la propriété ci-dessus relative a
la sous-base S ait lieu. Considérons 'ensemble R de tous les recouvrements ouverts de A sans
sous-recouvrement fini et munissons R de 'ordre C. Pour toute chaine € non vide de (R, C) (i.e.
sous-ensemble totalement ordonné non vide de (R, C)) la classe |Joce C appartient évidemment
a R et donc est un majorant de € dans (R, C). D’aprés le lemme de Zorn, (R, C) contient un
élément maximal V, i.e. V est un recouvrement ouvert de A et pour tout ouvert U ¢ V la classe
VU{U} admet un sous-recouvrement fini de A. Puisque V € R, aucune sous-classe finie de la classe
W =V NS ne recouvre A et donc, d’aprés la propriété relative a S, la classe W ne recouvre pas
A. Ceci entraine qu’il existe un point a € A\ (Uyyeyy W). Choisissons un ensemble V' € V tel que
a € V. Puisque S est une sous-base de la topologie O, il existe un entier m > 1 et des ensembles

S1,--+, S, appartenant a4 S tels que a € ﬂ Si € V. Comme a € A\ (Uyew W), pour chaque
i=1,--- ;mmnous avons S; € W =VNS et donc S; € V (puisque S; € §). Par maximalité de V

dans (R, C), il existe pour chaque 7 = 1,--- ,m un entier n; > 1 et des ensembles V; 1,---,V; . de
V tels que A C S;UV;1U---UV,,,. Par conséquent

vIUWL Bvip o (A sy Uiy o4,

z 1j=1 k=1 i=1j=1
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et donc A est contenu dans 'union d’un nombre fini d’ensembles appartenant & 1V, ce qui contredit
le fait que V € R. La démonstration du théoréme est donc terminée. |

Le théoréeme d’Alexander ci-dessus va nous permettre de démontrer le théoréme de Tychonoff
suivant.

Théoréme 5.6 (Théoréme de Tychonoff relatif a la compacité dans un espace produit).
Soit (X;, O;)icr une famille (quelconque) d’espaces topologiques et soit O la topologie produit sur
[Lic; Xi des topologies O;.

(a) Si A; est un ensemble compact dans (X;, O;) pour cahque i € I, alors l'ensemble [[;c; A;i est
O-compact dans [[;c; X;.

(b) En particulier, le produit cartésien [ [;c; Xi est compact pour la topologie produit si et seulement
si chaque espace (X;, O;) est compact.

Démonstration. (a) Quitte a considérer la topologie induite sur A;, nous pouvons supposer que

-1
A; = X; pour chaque i € I. Nous savons que la classe S formée par les m; (U;) avec i € I et U; € O;
est une sous-base de la topologie produit O de X := [[,.; Xi. Soit 4 C S un recouvrement de

1 , —1
[Lic; Xi. Considérons pour chaque i € I, la classe U; des ouverts U de X; tels que m; (U) € U. Nous
affirmons qu’il existe un 4o € I tel que Uy, U = Xi,. Si ce n’était pas le cas, il existerait un point
20

—1
a := (a;)ier € [[;e; Xi tel que pour tout i € I on aurait a; € X; \ (Uygy, U) et donc a ¢ [[;(U)

-1
pour chaque [[,(U) € U. Ceci traduirait que U n’est pas un recouvrement de X et contredirait
notre hypothése sur Y.
Comme UUeuio U = Xj,, la compacité de X;, nous assure l'existence d'un entier m > 1 et
d’ensembles Uy, - - - , Uy, appartenant a U;, tels que X;, = U U --- U U,,. Ainsi

X = 1 (UD) U - Umtis (Una),

et donc X est compact d’aprés le théoréme d’Alexander ci-dessus.
(b) L’implication < décolue directement de (a). Pour I'implication inverse = il suffit pour chaque
1 € I d’utiliser la continuité de la projection 7; : X — X;. |

Le théoréme de Tychonoff nous permet de caractériser les sous-ensembles compacts pour la
topologie de la convergence simple.

Corollaire 5.7 (Compacité relativement a la topologie de la convergence simple). Soient
T un ensemble non vide et (Y, Oy) un espace topologique. Les assertions suivantes ont lieu.

(a) Dans YT un sous ensemble K fermé pour la toplogie de la convergence simple est compact pour
la topologie de la convergence simple si et seulement si pour chaque t € T ensemble {f(t): f € K}
est compact dans (Y, Oy).

(b) Un sous-ensemble KC de YT est d’adhérence compacte pour la topologie de la convergence simple
si et seulement si pour chaque t € T l'ensemble {f(t) : f € K} est contenu dans un compact de

(Y, Oy).

Démonstration. Notons O la topologie de la convergence simple sur Y7, i.e. la topologie produit
sur YT = [I;er Y:, o Y :=Y pour tout t € T'.

Si K est compact dans Y7 alors pour chaque t € T la continuité de la t-iéme projection 7; nous
assure que l’ensemble 7 (K) = {f(¢) : f € K} est compact dans Y.
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Supposons maintenant que pour chaque t € T l'ensemble K; := {f(t) : f € K} soit compact
dans Y; = Y. D’aprés le théoréme de Tychonoff, I'ensemble [],. K; est compact dans YT, Par
conséquent le fermé K étant inclus dans [[,.p K¢, nous déduisons qu'il est compact dans yT (voir
(a) de la proposition 5.3). Ceci établit (a) et termine la démonstration car (b) découle directement
de (a). [ |

Un autre corollaire est le suivant.
Corollaire 5.8 Un sous-ensemble de RP est compact si et seulement s’il fermé et borné.

Démonstration. Exercice. i

Introduisons maintenant le concept d’élément d’adhérence d’une suite généralisée.

Définition 5.9 (Element d’adhérence d’une suite généralisée.) Soit (v;);es une suite géné-
ralisée d’un espace topologique (X, O). On dit qu’un point a € X est un élément d’adhérence de
cette suite généralisée (“cluster point” en anglais) quand

ac ()adh({zy: k€ Jj =k}
JjeJ
Ceci revient o dire (Exer) que pour tout voisnage V' de a dans X et tout jo € J il existe un
Jj € J avec jo X j et tel que x; € V. (Quand X = R, on dit aussi valeur d’adhérence au lieu
d’élément d’adhérence).

D’aprés ce qui précéde I'ensemble des éléments d’adhérence de la suite généralisée () c est

égal &

(adh({zx : k€ J,j < k}).

Jj€J
Exemples.
(a) Pour z,, := n la suite (x,)nen n'a pas d’éléments d’adhérence dans R.
(b) Soit ¢ : N — @ une bijection de N sur Q et soit x,, := ¢(n) pour tout n € N. L’ensemble des
éléments d’adhérence de la suite (zy,),en dans R est R (Exer).
(c) Si une suite généralisée (x;);jcs de (X, O) converge vers un point a € X, alors a est un élément
d’adhérence de la suite généralisée.
(d) Si I'espace topologique (X, O) est séparé (Hausdorff) et si une suite généralisée (z;);es de
(X, O) converge vers un point a € X, alors a est un élément d’adhérence de la suite généralisée et
c’est le seul.
(e) Une suite généralisée d'un espace topologique (méme séparé (Hausdorff)) peut admettre un seul
élément d’adhérence sans converger vers cet élément. Dans R considérons xo, := n et xop 41 1= V2.
La suite (2 )neny admet V2 comme seul élément d’adhérence dans R mais elle ne converge pas vers
V2 dans R. [ |

Nous allons caractériser les éléments d’adhérence d’une suite généralisée & ’aide de sous-suite gé-
néralisée. Auparavant disons qu’une application s d’un ensemble préordonné filtrant croissant (I, <r)
dans un ensemble préordonné filtrant croissant (J, <) est une application filtrante croissante
si pour chaque jg € J il existe un ig € I tel que pour tout ¢ € I vérifiant iy <; 7 on ait jo < s(4).

Définition 5.10 Soit (J, =) un ensemble péordonné filtrant croissant et (x;)je une suite généra-
lisée d’un ensemble X. Une suite généralisée (y;)icr (avec (I, =r) préordonné filtrant croissant) est
dite étre une sous-suite généralisée de () e s’il existe une application filtrante croissante
s: 1 — J telle y; = xy;) pour tout i € 1.
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Proposition 5.11 Soit (X,O) un espace topologique.

(a) Un point a de cet espace topologique est un élément d’adhérence d’une suite généralisée (x;);e.r
de cet espace si et seulement si (x;)je; admet une sous-suite généralisée qui converge vers a dans
X.

(b) Supposons que tout point de (X,O) ait une base dénombrable de voisinages. Alors un point
a € X est un élément d’adhérence d’une suite ordinaire (z,),en de X si et seulement s’il existe
une sous-suite ordinaire de (Ty)nen tendant vers a dans X.

Démonstration. (a) L’'implication <« est facile (Exer). Supposons maintenant que a soit un élé-
ment d’adhérence de la suite généralisée (z;) e (le préordre filtrant croissant de J étant noté =< ).
Notons V ’ensemble des voisinages de a dans X et considérons ’ensemble non vide A := {(4,V) :
xj € V} muni du préordre = défini par (j1, Vi) = (jo, V2) si j1 = j2 et Vi D Vo, On vérifie (Exer)
que ce préordre sur A est filtrant croissant et que I'application s : A — J définie pour tout (j, V) € A
par s(j, V) := j est filtrante croissante. Par conséquent (z4y))rea est une sous-suite généralisée de
(75)jes. 11 ne reste qu’a montrer que (r4y))aea converge vers a dans X. Soit donc un voisinage
W quelconque de a dans X. D’aprés la définition d’élément d’adhérence, nous pouvons choisir un
Jw € J tel que x5 € W, et donc Ag := (Jw-W) € A. Soit A € A quelconque vérifiant g < A.
Choisissons par définition de Aun j € JetunV €V tel que zj € Vet A = (5, V). Comme A\g < A
nous avons W D V et donc x,y) = x; € V. C W. Ainsi pour tout A € A avec A9 < A nous avons
T4 € W. Ceci signifie que la sous-suite généralisée (74y))ren converge vers a dans X, ce qui
termine la démonstration de l'assertion (a).

(b) La démonstration de (b) est laissée comme exercice. [

Nous pouvons caractériser les compacts a ’aide des deux concepts ci-dessus.

Théoréme 5.12 (Caractérisation de compacts a ’aide de sous-suites généralisées) Soit
A un sous-ensemble non vide d’un espace topologique (X, Q). Alors les trois assertions suivantes
sont deuzr o deux équivalentes :

(a) L’ensemble A est compact dans X ;

(b) Toute suite généralisée de A admet au moins un élément d’adhérence dans A ;

(c¢) De toute suite généralisée de A on peut extraire une sous-suite généralisée convergeant vers un
point de A.

Démonstration. La proposition ci-dessus nous assure que les assertions (b) et (¢) sont équivalentes.
Supposons maintenant que A soit compact dans X et notons O’ la tologie induite sur A par O. Soit
(xj)jes une suite généralisée de A. La famille (adhoy({z : £ € J, j = k}))jcs est une famille de
fermeés de (A, O’) dont toute sous-famille finie a évidemment une intersection non vide (le vérifier).
Par compacité de A on a () adhor({zk : k € J,j < k}) # 0 et donc (x;);cs admet au moins un

1

élément d’adhérence dans 14
Inversement, supposons que (b) soit vraie. Soit F une famille de fermés de (A, O’) dont 'inter-
section de toute sous-famille finie soit non vide. Notons H la famille de toutes les intersections finies
d’ensembles appartenant & F. L’intersection de toute sous-famille finie de H est évidemment non
vide et I'ensemble ordonné (H, D) est filtrant croissant. Choisissons pour chaque H € H un élément
x, € H. Par hypothése, la suite généralisée (z,,)gen de A admet un élément d’adhérence a dans
A. D’autre part, pour tout H € H nous avons {zxg : G € H, H D G} C H et donc a € adhpyH = H
(I'égalité découlant du fait que H soit fermé dans (A, O')). Par conséquent a € ey H C \per F
et donc la derniére intersection est non vide. Ceci signifie que (A4, O’) est compact, i.e. 'ensemble
A est compact dans (X, O). [ |
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Considérons maintenant le résultat suivant de normalité de tout espace topologique compact et
séparé (Hausdorff).

Proposition 5.13 Tout espace topologique compact et séparé (Hausdorff) (X, Q) est normal, i.e.
pour toute paire de fermés disjoints A et B de X, il existe deux ouverts disjoints contenant A et B
respectivement.

Démonstration. Exercice. Commencer par le cas ot A est un singleton et B est un fermé avec

ANB=0.1

La définition suivante considére les espaces contenant suffisamment de voisinages compacts.

Définition 5.14 On dit qu’un espace topologique (X, Q) est localement compact quand tout point
de X admet un systéme fondamental de voisinages compacts.

Exemples.

(a) Pour tout ensemble non vide X 'espace (X, P(X)) est localement compact (mais non compact
quand X est infini).

(b) R et RP sont localement compacts pour leurs topologies naturelles (mais non compacts).
(c) Si (X,0) est locament compact et si U est un ouvert non vide de X, alors pour la topologie
induite Oy par O sur U, l'espace topologique (U, Op) est localement compact.

(d) Si (X, O) est localement compact et séparé (Hausdorff) et si F' est un fermé non vide de X, alors
pour la topologie induite Op par O sur F', 'espace topologique (F, OF) est localement compact. B

Proposition 5.15 Les assertions suivantes ont lieu.

(a) Un espace topologique séparé (Hausdorff) est localement compact si et seulement si tout point
admet un voisinage compact.

(b) Tout espace compact séparé (Hausdorff) est localement compact.

Démonstration. L’asertion (b) est une conséquence directe de (a).

L’implication = de (a) étant évidente, montrons I'implication inverse. Soit a € X fixé quel-
conque. Par hypothése il existe un voisinage compact V' de a dans (X, O) et donc en particulier V'
est fermé dans l'espace topologique (X, Q), puisque ce dernier est séparé (Hausdorff). Soit W un
ouvert quelconque de (X, Q) avec a € W. Notons Oy la topologie induite sur V' par O. Comme
{a} et F:=V \ W sont deux fermés disjoints de 'espace topologique compact sé¢paré (Hausdorff)
(V, Oy ), d’apreés la proposition 5.13 ci-dessus il existe deux Oy-ouverts disjoints W, et Wp dans V
contenant a et F' respectivement. Ainsi W, C V' \ Wr et donc

V, :=adho, (W,) C V\ Wg C W,

la premiére inclusion provenant du fait que V' \ Wr est Oy -fermé et la seconde inclusion étant due
a la relation V. \ W C Wp ci-dessus. Comme V, est Oy-fermé dans 'espace compact (V,Oy), il
est Oy-compact et donc aussi O-compact. En conclusion, V, est un voisinage compact de a dans
(X, 0) vérifiant V, C W, ce qui nous dit que (X, O) est localement compact. |

6 Compacité dans les espaces métriques

Une premiére particularité de la compacité d’un espace métrique est qu’elle entraine que cet
espace est séparable.
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Proposition 6.1 Soit A un sous-ensemble non vide compact d’un espace métrique (X,d).
Alors A muni de la topologie induite est un espace séparable.

Démonstration. Exercice.

Plusieurs autres propriétés et plusieurs caractérisations fondamentales de sous-ensembles com-
pacts d’espaces métriques ont été étudiées en L3. L’une de ces caractérisations fondamentales fait
appel a la notion de sous-ensemble complet qui est rattachée a la propriété de Cauchy suivante.

Définition 6.2 On dit qu’une suite généralisée (xj)jcy d’un espace métrique (X,d) est une suite
généralisée de Cauchy quand pour tout réel ¢ > 0 il existe un jo € J (dépendant de €) tel que
pour tous ji, jo € J vérifiant jo < j1 et jo X j2 on a d(xj,,xj,) < €.

Exemples.

(a) Toute suite généralisée convergente d’un espace métrique est une suite généralisée de Cauchy.
(b) Si une suite généralisée de Cauchy d’un espace métrique posséde un élément d’adhérence, alors
elle converge vers cet élément (Exer). [

Définition 6.3 On dit qu’un sous-ensemble non vide A d’un espace métrique (X,d) est complet
(ou d-complet) quand toute suite généralisée de points de A converge vers un point de A. Quand
lensemble lui-méme est complet, on dit que (X, d) est un espace métrique complet.

Montrons qu’en fait le caractére complet d’'un ensemble dans un espace métrique peut étre
caractérisé avec des suites (ordinaires) uniquement.

Proposition 6.4 Un sous-ensemble non vide A d’un espace métrique (X, d) est complet si et
seulement si toute suite (ordinaire) de Cauchy de points de A converge vers un point de A.

Démonstration. L’implication = est évidente. Supposons maintenant que la propriété de conver-
gence ait lieu pour toute suite (ordinaire) de Cauchy de A. Soit (x;);cs une suite généralisée de
Cauchy de points de A. De la définition de suite généralisée de Cauchy on déduit (Exer) une
application « de N dans J telle que pour chaque n € N on ait a(n) < a(n+1) et

d(zj,xzj) < pour tous j, j' € J avec a(n) < j et a(n) < j'. (6.1)

n+1
Pour tous entiers p, ¢ > n nous avons a(n) < a(p) et a(n) < a(q) et donc d’apres (6.1) nous avons
d(Ta(p)s Ta(g) < n%rl, ce qui entraine (Exer) que la suite (z4(n))nen de A est de Cauchy. D’aprés
notre hypothese, cette suite (74(,))nen converge vers un point a € A. Fixons maintenant un réel
e > 0 quelconque. Choisissons un entier ng tel que 1/(ng + 1) < /2 et d(zqn,),a) < /2. Alors
d’apres (6.1) & nouveau nous obtenons pour tout j € J vérifiant a(ng) < j que

d(zj,a) < d(Tj, Ta(ng)) + A(Ta(ng),a) < €,

et donc nous concluons que la suite généralisée (x;);es converge vers a € A. |

La proposition suivante fournit quelques propriétés relatives aux ensembles complets.
Proposition 6.5 Soit (X,d) un espace métrique. Les assertions suivantes ont lieu.
(a) Tout sous-ensemble complet de (X,d) est fermé dans X.

(c) Tout sous-ensemble compact de (X,d) est complet.
(c) St (X,d) est complet, alors tout sous-ensemble fermé de X est complet.
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Démonstration. Exercice. B
Une autre propriété remarquable des ensembles complets est la suivante.

Proposition 6.6 Soit (X,d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) L’espace (X, d) est complet ;

(b) Pour toute suite généralisée décroissante (F})jey (i.e. Fjr C Fj pour j = j') de fermés non vides
de X tels que diam Fj ge—J> 0, il existe un point a € X tel que jQJ F; = {a}.

(¢) Pour toute suite décroissante (Fy,)jnen de fermés non vides de X tels que diam F,, —— 0, il
n—oo

existe un point a € X tel que ﬂN F; ={a}.
ne

Démonstration. Exercice. l

Le transport des suite généralisées de Cauchy se fait a 1’aide d’applications uniformément conti-
nues. Rappelons qu’une application f d’un espace métrique (X, dx) dans un espace métrique (Y, dy)
est uniformément continue sur X quand pour tout réel € > il existe un réel n > 0 tel que pour
tous z, 2’ € X vérifiant dx(z,2') < non a dy(f(z), f(2')) <e.

Evidemment, pour toute suite généralisée de Cauchy (z;),cs de (X, dx) la suite généralisée des
images (f(x;))jes est de Cauchy dans (Y, dy).

Proposition 6.7 Toute application continue d’un espace métrique compact (X,dy) dans un
espace métrique (Y, dy) est uniformément continue.

Démonstration. Exercice. B
Enongons aussi le principle suivant d’extension d’application uniformément continue.

Proposition 6.8 Soient D un sous-ensemble dense d’un espace métrique (X,dx) et f: D — Y
une application uniformément continue de D dans un espace métrique complet (Y, dy). Alors
f admet une extension uniformément continue de X dans 'Y et une seule.

démonstration. Exercice. B

En vue d’énoncer les caractérisations ci-dessous de compacité dans un espace métrique, rappelons
la définition suivante.

Définition 6.9 Un sous-ensemble A d’un espace métrique (X, d) est dit étre précompact (“totally
bounded” en anglais) quand pour tout réel € > 0 on peut recouvrir A par un nombre fini de boules
ouvertes centrées en des points de A et de rayon ¢.

Evidemment tout ensemble compact d’un espace métrique est précompact. Le théoréme suivant
est remarquable d’une part a cause d’une certaine réciproque de cette propriété, et d’autre part a
cause de la caractérisation de la compacité dans un espace métrique a l'aide des suites (au lieu de
suites généralisées).

Théoréme 6.10 (Caractérisations de compacts d’un espace métrique). Soit A un sous-
ensemble d’un espace métrique (X,d). Les assertions suivantes sont deux & deux équivalentes.

(a) L’ensemble A est compact dans X ;

(b) De toute suite de points de A on peut extraire une sous-suite convergeant vers un point de A
(i.e. A est séquentiellement compact);

(c) L’ensemble A est précompact et complet dans (X, d).

Démonstration. Voir le Cours de L3. B
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7 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Nous avons caractérisé a ’aide du théoréme de Tychonoff la compacité d’un ensemble d’appli-
cations pour la topologie de la convergence simple. Nous allons dans cette section caractériser les
ensembles (d’applications) qui sont compacts pour la topologie de la convergence uniforme.

Disons qu’une application f d’un ensemble 7" dans un espace métrique (Y, dy) est bornée quand
I’ensemble image f(X) est borné dans (Y, dy). Notons B(T,Y') 'ensemble des applications bornées
de T dans Y et pour f,g € B(T,Y') posons

ds(f,9) = sup dy (f(t),9(t)).

On voit aisément (Exer) que dp est une fonction a valeurs réelles, qu’elle est une distance sur B(7,Y)
et que la convergence relativement & cette distance correspond a la convergence uniforme. La distance
qu’elle induit sur un sous-ensemble C C B(T,Y) est appellée la distance de la convergence
uniforme sur C. La topologie associée est la topologie de la convergence uniforme sur C.

Supposons maintenant que 7" soit muni d’une topologie Op et notons Cp(T,Y") le sous-espace de
B(T,Y) constitué des applications bornées et continues. (Noter que, si (T, Or) est compact, Cp(T,Y)
coincide avec I’ensemble des applications continues C(7,Y’) de T dans Y'). Supposons qu’un sous-
ensemble K C Cp(T,Y) soit compact pour la topologie de la convergence uniforme et notons de¢
la distance induite par dg. Comme la topologie de la convergence simple sur Cy(7,Y") est moins
fine que la topologie de la convergence uniforme, ’ensemble K est nécessairement compact pour la
topologie de la convergence simple. Ceci nous dit que la compacité dans Y, pour chaque t € T,
de l'ensemble {f(t) : f € K} est une condition nécéssaire. Cette condition n’étant pas suffisante
(Exerc : Préciser pourquoi), recherchons donc une seconde condition nécessaire. Fixons tg € T'
et un réel quelconque € > 0. Par précompacité de K, il existe un entier p > let f1,---, f, € Cp(T,Y)

p
tels que K C .Ulec (fi,€/3). Pour chaque i = 1, - -, p, par continuité de f;, choisissons un voisinage
1=
Vi de ty dans T tel que pour tout ¢ € V; on ait dy (fi(t), fi(to)) < £/3. Considérons un ¢t quelconque
p
dans le voisinage V := DIV¢ de tg et un f € K quelconque. D’aprés ce qui précéde, il existe un
i

ke{l,---,p} (dépendar_lt de f) tel que f € By, (fr,€/3), et donc sup,cr dy (f(s), fu(s)) < /3.
Par conséquent,

dy (f(t), f(to)) < dy (f(1), fx(t)) + dy (fr (1), fk(to)) + d(fi(to), f(t0)) <&,

et donc pour tout ¢t € V' et tout f € K nous avons dy (f(t), f(t0)) < e.
Ceci nous ameéne a introduire la définition suivante.

Définition 7.1 Soient (T, Or) un espace topologique, to un point de T et (Y,dy) un espace mé-
trique. On dit qu’un ensemble H d’applications de T dans 'Y est un ensemble d’applications équi-
continues en ty quand pour tout réel € > 0 il existe un voisinage V de ty dans T (indépendant de
f € H) tel que pour tout t € V et tout f € H on ait dy (f(t), f(to)) < e.

Quand il y a équicontinuité en tout point d’un sous-ensemble S C T, on dit qu’il y a équi-
continuité sur S. S’il y a équicontinuité sur tout T, on dira simplement que H est un ensemble
d’applications équicontinues.

Exemples.
(a) Tout ensemble fini d’applications continues en ty de 7' dans Y est un ensemble d’applications
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équicontinues en tg.

(b) Tout sous-ensemble d’un ensemble d’applications équicontinues en tg est un ensemble d’appli-
cations équicontinues en tg.

(c) La réunion d’'un nombre fini d’ensembles d’applications équicontinues en ty est un ensemble
d’applications équicontinues en tg.

(d) L’adhérence dans YT pour la topologie de la convergence simple de tout ensemble d’applications
équicontinues en ty est un ensemble d’applications équicontinues en ty (Exer).

(e) Supposons que (7', dr) soit un espace métrique. Un ensemble H d’applications de 7" dans Y est
un ensemble d’applications équilipschitziennes en ¢y quand il existe un réel v > 0 et un voisinage
V de tg dans T (tous deux indépendants de f € H) tels que pour tous t,t' € V et tout f € H on ait
dy (f(t), f(t')) < ~vdp(t,t'). Tout ensemble d’applications équilipschitziennes en ¢y est un ensemble
d’applications équicontinues en ¢y (Exer). |

Proposition 7.2 Supposons que l’espace topologique (T, Or) soit compact. Alors sur tout en-
semble H C C(T,Y) d’applications équicontinues la topologie de la convergence simple coincide avec
la topologie de la convergence uniforme.

Démonstration. Il est évident que la convergence uniforme d’une suite généralisée de H assure
la convergence simple vers la méme limite. Soit maintenant (f;)je; une suite généralisée de H
convergeant simplement sur T vers f € H. Montrons qu’il y a aussi convergence uniforme sur T
vers f. Fixons un réel € > 0 quelconque. Par équicontinuité, pour chaque s € T il existe un voisinage
ouvert Us de s tel que pour tout ¢ € Us et tout h € H on ait dy (h(t), h(s)) < /4. Par compacité

P

de T' choisissons un entier p > 1 et des éléments s1,---,s, € T tels T = .UIUSi. Pour chaque
1=

i = 1,---,p choisissons (d’aprés 'hypothése de convergence simple) un j; € J tel que pour tout

Jj € J avec j; = j on ait dy(f;(s;), f(si)) < /4. Fixons un jo € J tel que j; = jo pour tout

i=1,---,p. Considérons un j € J avec jo = j et un t € T' quelconque. Il existe un iy € {1,--- ,p}

tel que t € Us,, . Alors

3e

dy (f5(8), f(t)) < dy (£;(1), fi(s0)) + dy (f3(si,), F(si)) + dy (£(si,), F(1)) <

et donc pour tout j € J avec jp = j nous avons sup dy (f;(t), f(t)) < €, ce qui traduit la convergence
teT

uniforme sur 7' de la suite généralisée (f;)jes vers f. Par conséquent, les deux topologies induites
sur ‘H coincident (compte tenu de la caractérisation de fermés par des suites généralisées). |

Nous pouvons maintenant caractériser les compacts pour la topologie de la convergence uniforme
de C(T,Y) comme suit. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme d’Arzela-Ascoli ou
théoréme d’Ascoli.

Théoréme 7.3 (Théoréme d’Arzela-Ascoli) Soient (T, Or) un espace topologique compact et
(Y, dy) un espace métrique. Les assertions (a) et (b) ci-dessous ont lieu.

(a) Un sous-ensemble K fermé (pour la topologie de la convergence uniforme) de C(T,Y") est com-
pact pour la topologie de la convergence uniforme si et seulement si

(i) K est un ensemble d’applications équicontinues de T dans 'Y ;

et

(ii) pour chaque t € T l'ensemble {f(t) : f € K} est compact dans (Y,dy).

(b) Un sous-ensemble K de C(T,Y) est d’adhérence compacte pour la topologie de la convergence
uniforme si et seulement si
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(i) K est un ensemble d’applications équicontinues de T' dans Y ;
et
(11) pour chaque t € T l'ensemble {f(t) : f € K} est contenu dans un compact de (Y, dy).

Démonstration. (a) L’implication = découle de 'analyse précédant la définition 7.1.

1-ére démonstration de <.

Montrons tout d’abord que K est simplement fermé dans Y. Notons H ’adhérence de K dans Y7
par rapport a la topologie de la convergence simple de Y7 et fixons h € H quelconque. D’aprés
lexemple (d) ci-dessus, H C C(T,Y) et H est un ensemble d’applications équicontinues. D’autre
part, par propriété d’adhérence il existe une suite génralisée (f;);es de K convergeant simplement
vers h € H. Nous savons d’aprés la proposition 7.2 que sur H la topologie de la convergence
simple coincide avec la topologie de la convergence uniforme, donc (f;);jes converge uniformément
vers h € H. Comme K est, d’aprés 'hypothése (i), fermé dans C(T,Y) pour la topologie de la
convergence uniforme, nous obtenons h € K. Ainsi C est bien fermé dans Y7 pour la topologie de
la convergence simple.

Ce caractére fermé joint & I’hypothése (ii) nous assure, compte tenu de la caractérisation de
fermés de YT pour la topologie de la convergence simple, que K est compact pour cette topologie
dans YT, Comme K C C(T,Y), 'ensemble K est compact dans C(7,Y) relativement & la topologie
de la convergence simple. La proposition 7.2 & nouveau nous permet de conclure que K est compact
pour la topologie de la convergence uniforme.

2-iéme démonstration de <.

On montre tout d’abord que K est un sous-ensemble complet de 'espace métrique (C(7,Y),dc)
(Exer). Montrons que ce sous-ensemble est aussi précompact. Fixons un réel e > 0 quelconque.
Par équicontinuité, pour chaque s € T choisissons un voisinage ouvert Us; de s dans T tel que
pour tout ¢t € U et tout f € K on ait dy(f(t), f(s)) < /4. La compacité de T nous permet
de déduire de l’égalité T' = U Us un entier p > 1 et des éléments s1,---,5, € T tels T' =

U Us,. Munissons le produit cartésien H Y de la distance ¢ correspondant a 1r£1a<x dy (yi,y,) pour
=1 i=1

(Y1, yp)s (W, L yh) € l:[lY. La compacité dans cet espace (voir (ii)) de ljl{f(sz) . f ek}

p
nous fournit un entier ¢ > 1 et des applications fi,---, f; € K tels que [[{f(si) : f € K} C
i=1

q
kUIB(;((fk(sl), -+, fr(sp)),e/4). Fixons maintenant f € K quelconque. D’aprés ce qui précéde, il
existe un entier kg € {1,--- , ¢} tel que max dy (f(8i), fr,(si)) < /4. Pour tout ¢t € T' en choisissant

<i<p
un i; € {1,--- ,p} tel que t € Us,,, nous avons
3e

dy (f(2), fio (1)) = dy (f(2), f(si,)) + dy (F(5i)s fho(5i)) + dy (fro(i2), o () < -

Par conséquent de(f, fi,) = sup dy (f(t), fi,(t)) < € et donc K est précompact dans C(7,Y"). Ceci
te

joint au fait que K soit complet dans C(T,Y') nous assure la compacité de I dans C(T,Y).

(b) L’assertion (b) est une conséquence de (a) (Exer). [
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8 Semi-continuité de fonctions a valeurs réelles étendues

On appelera ici fonction a valeurs réelles étendues sur un ensemble non vide X toute
fonction de X dans R := R U {—oc0, +oo}. (Certains auteurs disent fonction numérique.) Si X
est muni d’une topologie O et si f(x) est fini, i.e. f(xg) € R, alors la continuité de f en xy revient
a dire que pour tout réel € > 0 il existe un voisinage V' de xg tel que pour tout x € V on ait

fzo) —e < f(z) < f(xo) + €. (8.1)

En découplant les deux inégalités ci-dessus, on aboutit aux deux concepts de semi-continuité.
Observons avant d’énoncer les définitions que pour f(zg) = +o0o on a f(zg) —e = f(x) et donc
au lieu de f(z() — € on est conduit & considérer un réel r < f(z() pour la premiére inégalité. Une
remarque similaire est valable pour la seconde inégalité.

Définition 8.1 (Semi-continuité) Une fonction & valeurs réelles étendues f d’un espace to-
pologique (X, ) dans R est semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieure-
ment) en un point a € X quand pour tout réel r < f(a) (resp. r > f(a)) il existe un voisinage V
de a dans (X, Q) tel que pour tout x € V' on ait

r < f(z) (resp. f(xz)<r).

Si f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en tout point d’un ensemble A C X
on dit que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) sur A. Quand A = X, on dit
simplement que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement).

Par commodité, on écrit en général que f est s.c.i ou sci (resp. s.c.s ou scs) en a pour exprimer
que f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en a. De méme pour un ensemble A.
Lorsque I'on veut spécifier la topologie O on écrit O-sci (resp. O-scs).

Exemples.

(a) Toute fonction réelle étendue continue en a est a la fois sci et scs en a. En fait cette double
semi-continuité caractérise la continuité d’une fonction & valeurs réelles étendues.

(b) En procédant par 'absurde, on voit que si f(a) = —oo alors f est sci en a. De méme si
f(a) = +o0, alors f est scs en a.

(c) La fonction f: R — R, avec f(z) = 1/|z| si  # 0 et f(0) = 0, est sci en tout point de R mais
elle n’est pas scs en 0.

(d) La fonction f: R — R, avec f(z) = 0six <0, f(0) = +oo et f(z) = 1/x si z > 0, est scs en
tout point mais elle n’est pas sci en 0.

(e) La fonction f: R — R, avec f(z) =0siz <0, f(0) =1et f(z) =1/z si x > 0, n’est ni sci ni
scs en 0.

Proposition 8.2 Soient (X, O) un espace topologique, f,g : X — R deuz fonctions a valeurs réelles
étendues et a un point de X. On a les assertions suivantes.

(a) La fonction f est continue en a si et seulement si elle sci et scs en a.

(b) La fonction f est scs en a si et seulement si la fonction —f est sci en a.

(c) Si f et g sont sci (resp. scs) en a et si f + g est bien définie sur un voisinage de a, alors f + g
est sci (resp. scs) en a.

(d) Soit a € R une constante réelle non nulle. Si f est sci en a, alors la fonction af est sci en
a pour o > 0 et scs en a pour o < 0.
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De méme, si [ est scs en a, alors la fonction af est scs en a pour o > 0 et sci en a pour a < 0.
(e) Si f et g sont positives sur un voisinage de a, sci (resp. scs) en a et si fg est définie sur
un voisinage de a alors la fonction produit fg est sci (resp. scs) en a.
(f) Si f est positive sur un voisinage de a et scs en a, alors en convenant de poser (%)(a) =0

si f(a) = 400 et (%)(a) = 400 si f(a) =0, la fonction % est sci en a.
(g) Soit F : T — X un application continue d’un espace topologique T dans X. Si F est continue

en a et si f est sci (resp. scs) en a, alors f o F est sci (resp. scs) en a.

Démonstration. (a)-(e) et (g) Exercice.
(f) Supposons que pour un voisinage U de a on a f(z) > 0 et notons h la fonction % comme ci-dessus
définie. Fixons un réel r < h(a) quelconque.

Si h(a) =0, alors r < 0 et donc r < h(z) pour tout x € U. La fonction h est donc sci en a.

Il reste a examiner le cas ot h(a) €]0, +oc]. Dans ce cas nous pouvons fixer un réel s > 0 tel que
r < s < h(a). Les inégalités 0 < s < h(a) nous assurent que 1/s > f(a), et donc il existe par scs de
f en a un voisnage V' C U de a dans X tel que pour tout z € V on ait 1/s > f(z). Ceci combiné
avec la positivité de f sur V entraine pour tout x € V que s < h(z) et donc r < h(z). D’ou la sci
de h en a. [

La propriété de sci a une stabilité par rapport a la borne supérieure ponctuelle, i.e. pour la

fonction x + sup fi(x) quand les fonctions f; : X — R sont sci avec I’ensemble d’indice I
i€l
indépendant de x € I.

Proposition 8.3 Soit (X, Q) un espace topologique. Alors la borne supérieure ponctuelle (resp.
la borne inférieure ponctuelle) d’une famille quelconque de fonctions réelles étendues sci (resp. scs)
en un point a € X est sci (resp. scs) en a.

Démonstration. Exercice. B
Remarque. Le résultat ci-dessus n’a pas lieu quand I’ensemble d’indice I dépend de z, i.e.
il n’a pas lieu pour @ = sup;cy(y) fi(®) (resp. x = inficry fi(z)). [

La sci globale dune fonction réelle étendue est reliée a son épigraphe et a ses sous-niveaux infé-
rieurs. A une fonction réelle étendue f : X — R on associe son épigraphe epi f et son hypographe
hypo f définis comme sous-ensembles de X x R par

epif:={(z,r) e X xR: f(z) <r} et hypof:={(z,7r) € X xR: f(x) >r}.

On associe aussi & f et a chaque réel r € R les ensembles {f < r} et {f > r} de sous-niveau et
sur-niveau 7 respectivement définis comme sous-ensembles de X par

{f<ry={zeX:flz)<r} et {f2r}={rcX:[f(z)=>r}]

Proposition 8.4 Soit (X, 0) un espace topologique et f : X — R. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) La fonction f est sci sur X.

(b) Son épigraphe epi f est fermé dans X x R.

(¢) Pour chaque réel v € R le sous-niveau {f < r} est fermé dans X .

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que f soit sci et fixons (a,7) € X xR\ epi f. Alors r < f(a)
et donc on peut fixer un réel s € R vérifiant » < s < f(a). Par sci de f en a il existe un voisinage
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ouvert V' de a tel que s < f(z) pour tout € V et donc pour l'ouvert | — oo, s[xV dans X x R
nous avons
(a,7) € Vx] —00,s[C X xR\ epi f.

Ceci nous dit que I'ensemble X x R\ epi f est un voisinage de (a,r) et donc il est un ouvert de
X X R en tant que voisinage de chacun de ses points. Par conséquent epi f est fermé dans X x R.
(b) = (c) : Si epif est fermé dans X x R, alors, pour chaque r € R fixé, a l'aide de I'égalité
{f <r}x{r}=(epif)N (X x {r}) on voit facilement (Exer) que {f < r} est fermé dans X.

(¢) = (a) : Supposons (c) et fixons a € X avec f(a) > —oo et r € R tel que r < f(a). L’ensemble
{f < r} étant fermé d’aprés 'hypothése, V := {f > r} est ouvert dans X avec a € V. De plus pour
ce voisinage V' de a dans X nous avons r < f(x) pour tout z € V et donc f est sci en a. |

Les fonctions réelles étendues sci sur un compact ont la propriété fondamentale suivante.

Théoréme 8.5 Toute fonction réelle étendue sci sur un compact non vide atteint sa borne
inférieure sur ce compact. Cette fonction est donc aussi minorée par un réel sur le compact
si elle est de plus a valeurs dans | — 0o, +00].

De méme, toute fonction réelle étendue scs sur un compact non vide atteint sa borne supé-
rieure sur ce compact. Et cette fonction est aussi majorée par un réel sur le compact si elle
est de plus a valeurs dans [—oo, +0o0].

Démonstration Il suffit de considérer le cas ou f est sci. Au lieu de raisonner avec un compact
A de Pespace topologique (X, O) et la topologie induite sur A, nous pouvons évidemment supposer
que X est compact. Si igl(f f = 400, il n’y a rien & établir car dans ce cas f est identiquement égale

& +00. Supposons donc igl(f f < 400 et fixons une suite décroissante (1, )nen de R tendant vers igl(f f
avec r, > igl(f f. La suite ({fn < rn})nen est donc une suite décroissante de fermés non vides
du compact X et donc nQN{f < rp} # 0. En choisissant a dans cette intersection nous obtenons
f(a) <7y, pour tout n € N et donc f(a) < nh_}rgo rn = igl(ff, ie. f(a) < igl(ff. Ceci nous assure que

fla) = igl(f f et donc la démonstration est terminée. [

Notre tadche maintenant est de relier la semi-continuité inférieure a un concept de limite infé-
rieure. Pour cela nous allons introduire la notion de limite inférieure (resp. supérieure) pour une
une suite ou suite généralisée de R et pour une fonction d’un espace topologique (X, O) dans R. En
vue d’une présentation unifiée, remarquons que pour la famille V(a) des voisinages de a € X, nous
avons :

- tout voisinage de a est non vide;
- toute partie de X contenant un voisinage de a est un voisinage de a;
- l'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de a.

Ceci conduit a la définition suivante. On dit qu'une famille F de parties d’'un ensemble non vide

T est un filtre sur X quand :

- pour tout F € FonaF #0;

- pour tout F' € F et tout sous-ensemble F’ de X contenant F' on a F' € F;
- pour tous Fi,Fr € Fona Fi1NE, € F.

Une famille B C F est dite étre une base du filtre 7 quand la classe de toutes les parties de T'
contenant un ensemble appartenant a B coincide avec F. Par ailleurs, on vérifie aisément (Exer)
qu'une famille B de parties de T est la base d’un filtre sur T si et seulement si les ensembles
appartenant & B sont non vides et l'intersection de deux ensembles appartenant a B contient un
ensemble appartenant & B. Reformulons ceci dans la définition suivante.
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Définition 8.6 (Base de filtre) On dit qu’une famille B de parties d’un ensemble non vide T est
une base de filtre sur T' quand :

(i) pour tout B € B ona B#0;

(ii) pour tous By, By € B il existe Bs € B tel que Bs C B N Bs.

Exemples.

(a) Toute base de voisinages d’'un point a d’un espace topologique (X, Q) est une base de filtre sur
X.

(b) Soit A une partie d’un espace topologique (X, O) et a € accx A. La classe B:={V N A\ {a}:
V € V(a)} est une base de filtre sur X (Exer).

(c) En posant B, := {k € N: k > n} pour chaque n € N, on voit que la classe B := {B,, : n € N}
est une base de filtre sur N appelée la base de filtre de Fréchet sur N (Exer).

(d) De méme si (J, <) est un ensemble préordonné filtrant croissant, pour B := {i € J : j < i}
la classe B := {B; : j € J} est une base de filtre sur J (Exer). On dit que c’est la base de filtre
associée a ’ensemble préordonné filtrant croissant (J, <).

(e) Soit B une base de filtre sur T et h : T' — Y une application. Alors la classe {h(B) : B € B} est
une base de filtre sur Y appelée base de filtre image. |

Compte tenu des exemples ci-dessus, nous pouvons unifier les notions de convergence (ou limite)
de suites, suites généralisées et applications comme suit.

Définition 8.7 Soient B une base de filtre sur un ensemble non vide T et h : T — Y une application
de T dans un espace topologique (Y, Oy). On dit que h tend suivant la base de filtre B vers un
élément b € Y quand pour tout voisinage W de b dans Y il existe un B € B tel que f(B) C W. Si
Oy est séparée (Hausdorff), un tel b est unique (Exer). On 'appelle dans ce cas la limite de h
suivant la base de filtre B et on écrit lién h.

Si (x5)jes est une suite généralisée d'un espace topologique (X, 0), alors en posant h(j) := x;
pour tout j € J et en considérant la base de filtre B sur J de l'exemple (d) ci-dessus, il est aisé
de voir que la suite généralisée (z;);cs tend dans X vers un élément a € X si et seulement si
Papplication h : J — X tend vers a suivant la base de filtre B (Exer).

Soient (X, Ox) et (Y, Oy) deux espaces topologiques et a € accx A ot A est un sous-ensemble
de X. Soit h une application définie sur une partie de X contenant A\ {a} et valeurs dans Y. Alors
h tend vers un élément b € Y relativement & A si et seulement pour la base de filtre B de I'exemple
(b) ci-dessus I'application h tend vers b suivant la base de filtre B (Exer).

Exercice. Soient h; : T — R i = 1,2 deux fonctions & valeurs réelles étendues et B une base de
filtre sur un ensemble T'. On suppose que lilrgn h; existe dans R pour chaque i. Montrer que

li =1li li
%n(hl + ha) im hi + im ha

quand les additions considérées sont bien définies.

Le concept de limite suivant une base de filtre étant défini, revenons au coeur du paragraphe et
introduisons les concepts de semi-limites de fonctions a valeurs dans R.

Définition 8.8 (Semi-limites) Soient f : X — R une fonction réelle étendue définie sur un
ensemble non vide X et B une base de filtre sur X. On définit la limite inférieure et la limite
supérieure de f suivant B par

limBinff = ;1;11)3 (;gfgf(x)) et limBsupf = érgg (ilelgf(x)) .
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On écrit aussi lim f et @f a la place des notations précédentes.
B

Posons mp = i%f f et Mp := sup f et munissons B de l'ordre D qui est filtrant croissant

d’aprés la définition d’'une base de filtre. Nous voyons que pour By D By nous avons mp, < mp,
et Mp, < Mp,. Ainsi pour le préordre D sur B les suites généralisées (mp)pep et (Mp)pep sont

respectivement croissantes et décroissantes et donc elles tendent dans R vers sup mp et ]ignf[; Mp.
BeB €
Cela reveint a dire que

hmBlnff = }912% (xlgjfgf(a:)) et hmBsupf = gé% (asclelg f(@)) | (8.2)

On rencontre souvent trois cas particuliers de semi-limites.
-Si (n)nen est une suite de R, alors pour f : N — R avec f(n) := t, pour tout n € N, en considérant
la base de filtre naturelle de N (i.e. la base de filtre de Fréchet de N) on obtient les limites inférieure
et supérieure de cette suite de R données par

lim inf ¢,, := sup ( inf tk) = lim (inf tk) et limsupt, := inf (Suptk) = lim (suptk) )

n— o0 neN  k>n n—oo " k>n n—00 neN k>n n—00 *p>p

-Si (tj)jes est une suite généralisée de R, alors pour f : J — R avec f(j) := t; pour tout j € J,
en considérant la base de filtre associée au préordre filtrant croissant < de J on obtient les limites
inférieure et supérieure de cette suite généralisée de R données par

liminft¢; :=sup (inf ¢t;) =lim ( inf ;) et limsupt; := inf (suptr) = lim (supty) |,
jes ? jej(kzj ) jeJ(k:ij ) jes 7 jeJ(ktj ) jeJ(ktj )

ou k = j désigne j < k.

-Supposons maintenant que X soit muni d’une topologie O. Soient A un sous-ensemble non vide de
X et a € accx A. En prenant pour base de filtre B I'ensemble des traces sur A \ {a} des voisinages
de a dans X, on obtient les limites inférieures et supérieures de f en a relativement a A

liminf f(x) := sup inf T et limsup f(z):= inf sup x)) |,
A3x%af( ) VeV(a) ernA\{a}f( )) Asz—a f@) VGV(G)(ermA\{a} i ))

ot V(a) désigne I’ensemble des voisinages de a dans X. Evidemment quand a € A, les semi-limites
de f en a relativement & A correspondent aux semi-limites de la restriction f|4 en a pour la topologie
induite sur A. Par ailleurs, on voit sans difficulté (Exer) que 1'on peut ci-dessus remplacer V(a) par
un systéme fondamental quelconque de voisinages de a dans X.

Quand A est un voisinage de a (comme pour les limites) on écrit simplement liin ngf f(z) et
limsup f(z).

T—ra
La proposition suivante contient les premiéres propriétés des semi-limites.

Proposition 8.9 Soient f,g: X — R et B une base de filtre sur X. Les propriétés suivantes ont
lieu.

(a) | limsup(—f) = — liminf f|.
B B

(b) | liminf f < limsup f|.
B B
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(c) Si f <g, alors limBinff < limBinfg et limsup f < limsupg.
B B
(d) lilrgnf existe dans R si et seulement si limBinff = limsup f. St c’est le cas la limite lillgnf est
B

égale aux deux semi-limites.
(e) Pour toute constante o € R\ {0} on a

limBinf(af) = alimBinff et limsup(af) =alimsupf sia >0
B B

et

limBinf(af) =alimsup f et limsup(af) = alin%inff sia <0}
B B

(f) Quand les sommes considérées ci-dessous sont bien définies on a d’une part

liminf f + liminf g < liminf(f 4+ g) et limsup(f+g) <limsup f + limsupg
B B B B B B

et d’autre part

liminf(f + ¢) < liminf f + limsupg et limsup f+ liminf g < limsup(f + g) |
B B B B B B

(9) Quand les sommes considérées ci-dessous sont bien définies et quand lilrgng existe on a

liminf(f 4+ ¢g) = liminf f +limg et limsup(f+ g) =limsup f + limg|.
B B B B B B

(h) En particulier pour toute constante & € R on a

limBinf(a +f)=a+ 1imBinff et limsup(a+ f) = a+ limsup f |
B B

(i) Si f et g sont a valeurs positives sur un voisinage de a, alors

(limBinf f) (limBinf g) < limBinf(fg) et limBsup(fg) < ( limBsup f) (limBsup g) ,

et si de plus liéng existe dans R alors

limBinf(fg) = (limBinf f)(liéng) et lim;up(fg) = (limBsup f)(liéﬂg) )

quand les produits considérés sont bien définis.

Démonstration. Exercice. B
On a un résultat de calcul supplémentaire dans le cas de semi-limites en un point.
Proposition 8.10 Soient (X,Ox) et (Y,Oy) deuz espaces topologiques, f: X - R etg:Y — R

deuz fonctions réelles étendues, et soit (a,b) € X x Y.

(a) On a

lim inf +g(y)) = liminf f(z) + lim inf
Jminf (f(x) + g(y)) = liminf f(x) + lim inf g (y)
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et

limsup (f(z)+ g(y)) = limsup f(z) + limsup g(y) |,

(z,y)—(a,b) r—a y—b

quand les additions considérées sont bien définies.
(b) Si f et g sont & valeurs positives sur un voisinage de a, alors

liminf (f(z)g(y)) = (liminf f(z)) (liminf g(y))

(z,y)—(a,b) T—a y—b

et

limsup (f(z)g(y)) = (limsup f(z))(limsupg(y)) |

(z,y)—(a,b) ra y—b

quand les produits considérés sont bien définis.
( Noter que dans les deux égalités ci-dessus les fonctions f et g dépendent de variables
différentes.)

Démonstration. (a) Etablissons la premiére égalité. Supposons que les additions considérées soient
bien définies. Alors sans perte de généralité (Exer) nous pouvons supposer que les additions f(x)+
g(y) pour tous x € X et y € Y et i%ff + ir‘}fg pour tous voisnages U de a et V de b sont bien
définies. Posons W :={U xV : U € Vx(a) et V € V,(b)} ot Vx(a) (resp. Vy (b)) désigne I’ensemble
des voisinages de a dans X (resp. de b dans Y'). Nous savons que W est une base de voisinages
de (a,b) dans X x Y. De plus pour U € Vx(a) et V € Vy(b) nous avons

inf (f(@) +9(y)) = inf f(z)+ inf g(y) =inf f +infg

(z,y)EUXV
donc
sup ( inf  (f(z) +g(y))> = sup (inf f+infg) = sup (inff)+ sup (infg).
UxVew \(z.y)€UxV (UV)EVx (@) xVy(b) U 4 Uevx(a) U veny(d) V

L’ensemble W étant un systéme fondamental de voisinages de (a,b) dans X X Y, nous avons bien
obtenu I’égalité

lim inf T) + = liminf f(x) + liminf .
Jiminf (f(x) +g(y)) = liminf f(x) + lim inf (y)

Pour la seconde égalité il suffit (par exemple) de considérer la fonction opposée pour se ramener
au cas précédent.
(b) L’assertion (b) est laissée comme exercice. [

Remarque. Quand les fonctions f et g dépendent de la méme variable x € X =Y on a seulement
des inégalités. Par exemple d’apreés (f) de la proposition 8.9 on a les inégalités

liminf f(z) + ligljgfg(m) < h?j}tlf (f(z) + g(z))

r—a
et
limsup (f(z) + g(y)) < limsup f(x) + limsup g(y)
r—a Tr—a T—a
quand les additions sont bien définies. |
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Etendons maintenant le concept d’élément d’adhérence d’une suite généralisée (voir la définition
5.9 & une base de filtre d’'un espace topologique. Soit B une base de filtre sur un ensemble T" et h
une application de T' dans un espace topologique (Y, Oy ). On dit qu'un point b € Y est un élément
d’adhérence (’cluster point” en anglais) de h suivant B quand

be () adhx(h(B)).

BeB

Quand T'= X et h = Idx, on dit plutét que b est un élément d’adhérence de la base de filtre B.
Si (Y, Oy) est un espace compact séparé (Hausdorff), on voit sans difficulté que ’ensemble
des éléments d’adhérence de h suivant la base de filtre B est non vide (Exer).
Soit maintenant une base de filtre B sur X et f : X — R une fonction réelle étendue. L’ensemble
des valeurs d’adhérence dans R de f suivant B est, d’aprés la définition ci-dessus, le sous-ensemble

() adhgf(B).

BeB

Comme R est compact, cet ensemble est un compact dans R et non vide (d’aprés ce qui précéde), et
donc il admet en particulier dans R un plus petit élément et un plus grand élément. La proposition
ci-dessous caractérise limBinf f comme la plus petite valeur de ce sous-ensemble compact de R.

Proposition 8.11 Soit B une base de filtre sur un ensemble X et f : X — R une fonction réelle
étendue. Les assertions suivantes ont lieu.
(a) La limite inférieure limBinffde f sur B est la plus petite valeur d’adhérence de f suivant B.

(b) La limite supérieure limsup fde f sur B est la plus grande valeur d’adhérence de f suivant B.
B

Démonstration. Exercice.

En particularisant aux suites et suites généralisées de R et aux fonctions réelles étendues on
obtient les carctérisations fondamentales suivantes.

Corollaire 8.12 (a) Si (t,)nen est une suite de R, alors liminft,, (resp. limsupt, ) est le minimum
n—0o0 n—00

(resp. maximum) de l’ensemble des limites de sous-suites convergentes de (tp)nen-

(b) Si (tj)jer est une suite généralisée de R, alors lirjne%]nf tj (resp. limsupt;) est le minimum (resp.
jeJ

mazimum) de l’ensemble des limites de sous-suites généralisées convergentes de (t;)je.-

(c) Si (X,0) est un espace topologique avec a € X et si f : X — R est une fonction réelle étendue,

alors liminf f(x) (resp. limsup f(x)) est le minimum (resp. mazximum) de ’ensemble des limites
z—=a z—a

limJ f(xj) pour les suite généralisées (x;)jes de X \ {a} convergeant vers a et telles que 1.111} flzj)

JE JE

existe dans R.
Si de plus (X, 0) est métrisable, alors on a les mémes caractérisations en remplacant suites
généralisées par suites ordinaires.

Démonstration. Exercice. B

Le lien entre la sci et la limite inféreure se trouve dans la proposition importante suivante.
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Proposition 8.13 Soient (X, O) un espace topologique, f : X — R une fonction réelle étendue et
a€ X.

1) Les assertions (a), (b) et (c) suivantes sont deuz-a-deuzr équivalentes :
(a) La fonction f est sci en a;

() f(a) < liminf f(2);

(¢) Pour toute suite généralisée (x;);cy de X convergeant vers a dans X on a f(a) <lim %Inff(xj).
j€

Si (X,0) est un espace métrisable, alors on peut ajouter auz équivalences ci-dessus l’asser-
tion :
(d) Pour toute suite (xn)nen de X convergeant vers a dans X on a f(a) < liminf f(z,).
n—oo

2) De méme les assertions (a’), (b’) et (¢’) suivantes sont deuz-a-deux équivalentes :
(a’) La fonction f est scs en a;

(b’) limsup f(x) < f(a);

r—a
(¢’) Pour toute suite généralisée (xj)jcy de X convergeant vers a dans X on alimsup f(z;) < f(a).
j€J
Si (X,0) est un espace métrisable, alors on peut ajouter auz équivalences ci-dessus l’asser-
tion :
(d’) Pour toute suite (x,)nen de X convergeant vers a dans X on a limsup f(x,) < f(a).

n—oo

Démonstration. Exercice. B
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L.Thibault

Chapitre-11 Espaces vectoriels topologiques

9 (Généralités

Pour un K-espace vectoriel X on notera s I’application somme et p ’application produit externe,
i.e. les applications s : X x X — X et p: Kx X — X sont définies pour tous z,y € X et A € K par

s(zyy)=z+y et p\x):= Az

Comme d’habitude, les éléments de K seront souvent appelés des scalaires et ceux de X des
vecteurs.

Définition 9.1 Soit O une topologie sur un K-espace vectoriel X. On dit que cette topologie est
compatible avec la stucture vectorielle de X quand les applications somme et produit externe ci-dessus
sont continues pour X x X et K x X munis des topologies produit. Dans ce cas on dit que (X, O)
ou X est un espace vectoriel topologique. Si de plus la topologie O est séparée (Hausdorff), on
dit que (X,0) ou X est un espace vectoriel topologique séparé (Hausdorff).

Exemples. (a) Evidemment pour tout entier m > 1, pour sa topologie naturelle K™ est un K-
espace vectoriel topologique séparé (Hausdorff).

(b) Si (X, Q) est un C-espace vectoriel topologique, alors il est aussi un R-espace vectoriel topolo-
gique (Exer) car la topologie de R est égale a la topologie induite sur R par celle de C.

(c) Tout K-espace vectoriel normé par une norme || || est un K-espace vectoriel topologique séparé
pour la topologie associée a la norme || || (Exer). Comme nous le verrons plus loin, il existe beau-
coup d’espaces vectoriels topologiques dont la topologie n’est engendrée par aucune norme.

(d) SiY est un K-sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique (X, O), alors (Exer) pour
la topologie induite Oy (par O sur Y') le couple (Y, Oy ) est un espace vectoriel topologique.

(e) Si (X;,Os)ier est une famille de K-espaces vectoriels topologiques, alors (Exer) [[,.; X; muni
de la topologie produit est un K-espace vectoriel topologique, i.e. le produit cartésien d’une
famille de K-espaces vectoriels topologiques est un K-espace vectoriel topologique.

(f) I1 découle de (e) que pour un K-espace vectoriel topologique (Y, Oy ) et un ensemble non vide T,
I'ensemble Y7 de toutes les applications de T' dans Y est un K-espace vectoriel topologique pour la
topologie de la convergence simple. |

La proposition suivante établit quelques premiéres propriétés.

Proposition 9.2 Soit X un K-espace vectoriel topologique et soit un entier m > 2. Alors les
assertions suivantes ont lieu.

(a) L’application de X x --- x X dans X qui a (x1,--- ,Tm) associe x1 + -+ + Ty, est continue.
(b) L’application de K x -+ x K x X x -+ x X dans X qui @ (A1, -+, A, T1, -+ ,&Typ) associe
AMx1 + -+ Amxm est continue.

(c) Pour chaque scalaire o # 0 dans K fizé et chaque vecteur a € X fizé, les applications © — ax
et x — a + x sont des homéomorphismes de X sur lui-méme.

Démonstration. (a) Notons s,, ’application considérée dans (a). Par définition d’un espace vec-
toriel topologique, nous savons que so est continue. Montrons que c’est aussi le cas de s3. Observons
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que les applications g : X x X x X - X x X et h: X x X x X — X, avec g(z1,x2,23) = (21, 22)
et h(z1,z2,23) = 3 sont continues (Exer) par propriété de topologie produit, et donc I'application
59 0 g est continue de X x X x X dans X. Ainsi Papplication ¢ : X x X x X — X x X, avec
o(x1, z2,23) = (1 + 2,23) est continue car p(z1, 2, x3) = (52 0 g(x1,x2,x3), h(x1, x2,23)). Ceci
nous assure que §3 = §9 0  est continue.

Supposons que la propriété de continuité ait lieu jusqu’a l'ordre m et montrons sous cette
hypotheése qu’elle a aussi lieu & 'ordre m+ 1. Comme ci-dessus les applications g : X X+ - x X x X —
Xeth: X x---xXxX — X,avec g(z1, - ,Tm, Tmr1) = (X1, ,Tm) et (X1, Ty Tint1) =
ZTm41 sont continues (par propriété de topologie produit) et donc s, o g est continue car d’aprés
I’hypothése de récurrence 'application s,, est continue. Ainsi I'application ¢ : X x --- X x X —
X x X, avec p(x1, Ty, Tmy1) = (X1 4+ - + Ty Ten41) €8t continue car (1, -+, Ty Tint1) =
($m 0 g(x1, Ty Tmt1), M (T, + Ty Tmt1))- 1L en découle finalement que 6,11 = $2 0  est
continue, ce qui établit (a).

(b) La démonstration est similaire a celle de (a) (Exer).

(c) Les applications considérées dans (c) sont évidemment continues (Exer) d’aprés la définition d'un
espace vectoriel topologique et elles ont pour applications réciproques les applications x — o~z et
x — —a + x qui elles aussi sont continues. Ce sont donc bien des homéomorphismes. |

Pour un K-espace vectoriel X, un scalaire a € K et deux sous-ensembles A et B de X, on est
souvent amené & considérer les sous-ensembles suivants de X

A+B:={z+y:x€Aetye B} et aA:={ax:xze€ A}

Evidemment 'opération d’addition de sous-ensembles ci-dessus est associative et commutative et
pour A=0onaA+B=0et aA=0. Quand A est un singleton {a}, on écrit en général a + B
au lieu de {a} + B.

On a également ’associativité et la commutativité des scalaires du produit externe, i.e.

a(BA) = (af)A et a(fA) =p(aAd) poura,feKet AC X.

De plus pour B C X on a aussi a(A + B) = A + aB. Par contre en général (Exer)

[(a+B)A#ad+pA|

Enongons quatre premiéres propriétés remarquables des voisinages de 1’origine dans un espace
vectoriel topologique. La premiére propriété nous dit que les voisinages de l'origine de X déterminent
les voisinages de tout point de X.

Proposition 9.3 Soient X un K-espace vectoriel topologique et S un systéme fondamental de voi-
sinages de Ox dans X. Alors les assertions suivantes ont lieu.

(a) Les voisinages de chaque point a € X sont les ensembles de la forme a+V ou V' est un voisinage
de Ox.

(b) Pour tout voisinage W de Ox et tout entier m > 1, il existe un voisinage V de Ox avec V € S
tel que V—+---+V CW (la sommeV +---+V étant prise m-fois).

(¢) Pour tout sous-ensemble A de X on a

adhxA= () (A+V)]|
vesS

(d) La topologie de X est séparée si et seulement si (| V = {0x}.
ves
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Démonstration. (a) L’assertion (a) est une conséquence du caractére homéomorphique de 'appli-
cation x — a + = dans la proposition ci-dessus.

(b) L’application m-somme 6, : X x --- x X — X étant, d’aprés la proposition ci-dessus, continue
avec §,,(0x, -+ ,0x) = Ox, il existe (par propriété de topologie produit d’'un nombre fini d’es-
paces) des voisinages V1, -+, V;,, de Ox dans X tels que Vi+-- -4V, = s, (Vi X+ - x V) C W. Ainsi
en choisissant un V' € S contenu dans le voisinage V1N---NV,, de 0x dans X ona V+---+V C W.
(¢) Nous pouvons supposer A # () sinon il n’y a rien a démontrer. Fixons z € adhx A quelconque.
Considérons un voisinage quelconque V' de Ox. L’ensemble —V est encore un voisinage de Ox (car
Papplication u — —u est un homéomorphisme de X sur lui-méme d’aprés la proposition ci-dessus),
donc x — V' est un voisinage de = d’aprés (a) ci-dessus, ce qui entraine que (x — V)N A # (), i.e.
il existe v € V tel que x — v € A ce qui signifie que x € v + A. Par conséquent x € V + A, donc

adhxAC (A4 V).
Ves
L’inclusion inverse est laissée comme exercice.

(d) Exercice. B

Nous aurons des fois & considérer les voisinages de 1’origine qui sont équilibrés. Un sous-ensemble
U d’'un K-espace vectoriel X est dit étre équilibré quand pour tout x € U et tout A € K avec
Al <1onaAx € U.Pour tout sous-ensemble A de X on vérifie sans difficulté (Exer) que 'ensemble

U AA est équilibré et qu’il est égal a I'intersection de tous ensembles équilibrés de X contenant A.
[A[<1
C’est donc le plus petit ensemble équilibré de X contenant A. On I’appelle I’enveloppe équilibrée
de A dans X.

Observons que si U est équilibré (Exer), alors
aU C pU  pour tous a, f € K vérifiant || < |3]. (9.1

Proposition 9.4 Soit X un K-espace vectoriel topologique.

(a) L’ensemble des voisinages fermés de Ox est un systéeme fondamental de voisinages de Ox .

(b) L’ensemble des voisinages équilibrés de Ox est un systéme fondamental de voisinages de Ox .
(c) L’ensemble des voisinages équilibrés et ouverts de Ox est un systéme fondamental de voisinages
de OX-

(d) L’ensemble des voisinages équilibrés et fermés de Ox est un systéme fondamental de voisinages
de OX.

Démonstration. (a) Soit W un voisinage quelconque de Ox dans X. D’aprés la proposition 9.2 il
existe un voisinage U de Ox dans X tel que U + U C W. Pour le voisinage fermé V := adhxU de
Ox onaV C U+ U d’aprés (c) de la proposition juste ci-dessus et donc V' C W. Ceci établit (a).

(b) Soit & nouveau W un voisinage quelconque de Ox dans X. D’aprés la méme proposition 9.2 il
existe un réel r > 0 et un voisinage U de Ox tels que aU C W pour tout o € K vérifiant |a| < 7.

Alors I'ensemble V := |J ArU est un voisinage équilibré de Ox (Exer) et V C W.
[AI<1
(c) et (d) Exercice. B

D’aprés la prochaine proposition ci-dessous, entre deux espaces vectoriels topologiques, la conti-
nuité a l'origine d’une application linéaire caractérise la continuité en tout point. C’est aussi le cas
de toute fonction réelle sous-linéaire. On dit qu’une fonction s d’un K-espace vectoriel X dans R
est sous-linéaire quand les deux conditions (i) et (ii) suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout réel r > 0 et tout z € X on a s(rx) =rs(z) (positive homogénéité) ;

(ii) pour tous x,y € X on a s(z +y) < s(x) +s(y)  (sous-additivité)
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Pour une fonction sous-linéaire s : X — R, on observe d’une part que s(0x) = s(20x) = 2s(0x)
et donc
S(O)() =0]

On observe aussi d’autre part que s(u) = s(v + (v —v)) < s(v) + s(u — v) et donc on en déduit
(exer) que

’—s(y —x) < s(x) —s(y) <s(r—y) pourtousz,yc X ‘

En faisant y = Ox dans la premiére inégalité on obtient

’—s(:v) < s(—x) pourtout z € X ‘

Proposition 9.5 Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques. Les assertions suivantes ont
lieu.

(a) Une application linéaire A : X — Y de X dans Y est continue si et seulement si elle est
continue en Ox.

(b) Une fonction réelle sous-lineaire s : X — R de X dans R est continue si et seulement si elle
est continue en Ox.

Démonstration. (a) Supposons que I'application linéaire A soit continue en Ox et fixons un point
a € X quelconque. Soit W un voisinage de A(a) dans Y. Alors 'ensemble Wy := —A(a) + W est
un voisinage de Oy et donc d’aprés ’hypothése il existe un voisinage Vy de Ox tel que A(Vy) C Wo.
Alors pour le voisinage V := a + V) de a dans X on vérifie aisément (Exer) que A(V) C W, d’ou
la continuité de A en a.

(b) Exercice. [

Nous utiliserons des fois le concept d’ensemble borné dans un espace vectoriel topologique.

Définition 9.6 Un sous-ensemble A d’un K-espace vectoriel topologique (X, Q) est dit étre borné
quand pour chaque voisinage V' de Ox il existe un scalaire o # 0 de K tel que A C aV.

Dans un K-espace vectoriel normé (X, || ||) on vérifie (Exer) sans difficulté qu'un sous-ensemble
non vide A est borné au sens ci-dessus relativement a la topologie associée a la norme || || si et
seulement s’il existe un réel » > 0 (indépendant de x € A) tel que ||z] < r pour tout x € A. Ainsi
la définition ci-dessus étend aux espaces vectoriels topologiques le concept d’ensemble borné connu
antérieurement pour les espaces normeés.

Proposition 9.7 Soit (X, Ox) un K-espace vectoriel topologique.

(a) Tout sous-ensemble d’un ensemble borné de (X,Ox) est borné dans (X,Ox).

(b) La réunion d’un nombre fini d’ensembles bornés de (X,Ox) est un ensemble borné dans
(X7 OX) :

(¢) Tout sous-ensemble compact de (X,Ox) est borné dans (X, Ox). (L’ implication inverse n’a pas
liew).

(d) L’image d’un ensemble borné de (X,Ox) par une application linéaire continue de (X, Ox)
dans un K-espace vectoriel topologique (Y, Oy) est un ensemble borné dans (Y, Oy).

Démonstration. (a), (b) et (d) Exercice.
(c) Soit A un ensemble compact de (X, Ox) et soit V un voisinage quelconque de Ox. Nous savons
qu’il existe un voisinage ouvert et équilibré U de Ox tel que U C V. Pour chaque x € X puisque
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%x — O0x quand n — oo, il existe un entier ng > 1 tel que nioa; e U, ie. x € ngU. Par conséquent
X = U nUe donc AC U nU. Par compacité de A il existe un entier k& > 1 tel que
neN\{0} neN\{0}

k
AC Uan et donc A C kU car U est équilibré (voir (9.1)). Le compact A est donc borné dans
e

En plus du concept d’ensemble borné, on peut étendre celui de suite généralisée de Cauchy et
celui d’ensemble complet comme suit.

Définition 9.8 On dit qu’une suite généralisée (x;)jc; d’un K-espace vectoriel topologique (X, O)
est de Cauchy dans cet espace quand pour tout voisinage V de Ox il existe un jo € J tel que pour
tous j,j' € J vérifiant jo < j et jo = j  onaxj—xy €V,

Ainsi un sous-ensemble A de X est dit étre complet (resp. séquentiellement complet) dans
(X,0) ou O-complet (resp. séquentiellement O-complet) quand toute suite généralisée de Cau-
chy (resp. toute suite ordinaire de Cauchy) de points de A converge vers un point de A pour la
topologie O.

Quand X lui-méme est O-complet (resp. séquentiellement O-complet), on dit que [’espace vec-
toriel topologique (X, Q) est complet (resp. séquentiellement complet).

Il est facile de voir (Exer) qu’ une suite généralisée (z;);cs; d'un K-espace vectoriel normé
(X, ]| ||) est de Cauchy au sens ci-dessus pour la topologie O associée & la norme || || si et seulement
si pour chaque réel € > 0 il existe un jy € J tel que pour tous j,j’ € J vérifiant jo < j et jo < 7’
on a ||z; — x| < e. La définition ci-dessus est donc bien une extension aux espaces vectoriels
topologiques de la propriété de Cauchy antérieurement connue pour les espaces normés.

Exemples. (a) Pour deux K-espaces vectoriels topologiques (X, Ox) et (Y, Oy) et pour X XY muni
de la topologie produit noté O, une suite généralisée (x;,y;) cs est de Cauchy dans (X x Y, O) si
et seulement si (Exer) les suites généralisées () cs et (y;)jes sont de Cauchy dans (X,Ox) et
(Y, Oy) respectivement. Ainsi (X x Y, O) est complet si et seulement si (X, Ox) et (Y, Oy) sont
complets.

(b) Si (uj)jes et (vj)jes sont deux suites généralisées de Cauchy du K-espace vectoriel topologique
(X,0), alors (Exer) pour toutes constantes o, 3 € K la suite généralisée (ou; + Bvj)jes est de
Cauchy dans (X, O).

(c) Toute sous-suite généralisée d’une suite généralisée de Cauchy du K-espace vectoriel topologique
(X, 0) est (Exer) une suite généralisée de Cauchy. |

Voici quelques premiers résultats concernant la propriété de Cauchy.
Proposition 9.9 Soit (X,0) un K-espace vectoriel topologique. On a les assertions suivantes.
(a) Toute suite généralisée convergente de X est de Cauchy.
(b) La suite généralisée des images d’une suite généralisée de Cauchy de (X, O) par une application

linéaire continue de (X, O) dans un espace vectoriel topologique (Y, 0') est de Cauchy dans (Y,0').
(c) L’ensemble des points d’une suite ordinaire de Cauchy de (X, Q) est borné dans (X, O).

Démonstration. Exercice. l

La proposition suivante concerne elle les ensembles complets.

Proposition 9.10 Soit (X, O) un K-espace vectoriel topologique. Les assertion suivantes ont lieu.
(a) Tout sous-ensemble O-compact de X est O-complet.
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(b) Tout ensemble O-fermé contenu dans un ensemble O-complet de X est O-complet.
(c) Si la topologie O est séparée (Hausdorff), alors tout ensemble O-complet de X est O-fermé
dans X.

Démonstration. (a) Soit A un sous-ensemble non vide O-compact de X et soit (z;);jes une suite
généralisée de Cauchy de X. Par propriété de compacité, il existe un ensemble préordonné filtrant
croissant (I, <7) et une application filtrante croissante s : (I,=<;) — (J, <) telle la sous-suite
généralisée (z4(;))ics converge vers un point a € A. Nous affirmons que la suite généralisée (;) e
converge vers x. Soit en effet V un voisinage de Ox. Choisissons un voisinage équilibré U de 0x
tel que U + U C V. Par propriétés de Cauchy et de convergence il existe un jo € J et un i9 € [
tels que d’une part z; — 2 € U pour tous j,j’ € J vérifiant jo =< jo et jo =< j’, et d’autre part
Te;) € a+ U pour tout @ € I vérifiant ig = ¢. L’application s étant filtrante croissante, il existe
un i1 € I tel que jo < s(i) pour tout ¢ € I vérifiant i1 <; i. Choissisant iy € I tel que ig < i3 et
i1 =<1 13. Alors pour tout j € J avec jy =y j nous avons

Tj = Ty(in) + (Tj — Ty,)) €Ea+U+U Ca+V,

ce qui confirme la convergence de (z;);jcs vers a € A. L’ensemble A est donc O-complet.
(b) et (c) Exercice. B

Terminons ce premier paragrahe avec les espaces vectoriels supplémentaires topologiques. Rap-
pelons que la somme E + F' de deux K-sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel X est directe
ou est une somme directe algébrique (et alors on écrit E @ F) quand ENF = {0x} (i.e. ENF est
réduit a zéro). On remarque que ceci revient a dire que I'application linéaire f : E x F — E+ F
définie pour tout (z,y) € E x F par f(z,y) := z 4 y est bijective.

Quand de plus, la somme des deux espaces est égale X, on dit que les deux espaces sont sup-
plémentaires algébriques et on écrit X = EF @ F.

Dans le cas ou (X, Q) est un espace vectoriel topologique on introduit la définition suivante.

Définition 9.11 On dit que la somme E+F de deux K-sous-espaces vectoriels E et F' d’un K-espace
vectoriel topologique (X, O) est une somme directe topologique quand [’application linéaire de
E x F dans E+ F qui a (x,y) € E X F associe x + y est bijective et bicontinue (i.e. un
isomorphisme topologique) par rapport auz topologies induites par O. Dans ce cas on écrira E @yop F
ou E®o F quand l'on veut préciser la topologie.

St de plus la somme de E et F' est égale a X, on dit qu’ils sont supplémentaires topologiques
et on écrit X = E @iop F' ou X = E ®p F.

Rappelons que, pour X = E @ F (somme directe algébrique de deux K-sous-espaces vectoriels
E et F' du K-espace vectoriel X), on appelle projecteur sur E parallélement a F' I’application notée
mg qui & chaque = € X associe 'unique élément g (x) de E tel que © — mg(z) € F. Evidemment
I'application mg est K-linéaire et

’a: =mg(z)+7p(x) pourtout x € X ‘

Proposition 9.12 Soit (X,0) un K-espace vectoriel topologique et E et F deur K-sous-espaces
vectoriels de X. Alors les espaces E et F sont supplémentaires topologiques dans X, i.e. X =
E ©iop F, si et seulement si X est somme directe algébrique de E et F' et le projecteur g est
O-continu.
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Démonstration. Quand X est somme directe algébrique de F et F', alors I’application f : E x
F — X avec f(z,y) := x + y est évidemment linéaire continue et bijective . Ainsi, d'une part les
projecteurs g et mp sont bien définis et d’autre part I'application g : X — FE x F' définie par
g(z) = (mg(x), 7p(x)) est I'application réciproque de f. Ainsi, puisque Idx(x) = mg(x) + mp(z),
nous en déduisons que la continuité de g est équivalente & celle de 7. Ceci nous dit que les assertions

(a) et (b) sont équivalentes. [

De fagon plus générale, on dira que des K-sous-espaces vectoriels E1,- - , B, du K-espace vec-
toriel topologique (X, Q) sont supplémentaires topologiques dans X quand application linéaire
f:E x---x E, — X définie pour tout (1, -+ ,2m) € By X -+ X Ep par f(x1, -+ ,Tp) =
21+ -+, est bijective et bicontinue pour les topologies induites. On vérifie (Exer), comme dans
la proposition ci-dessus, que ceci équivaut & dire que les espaces E1,--- , E,, sont supplémentaires
algébriques et que les projecteurs mg,,- -, 7, sont tous O-continus.

10 Espaces vectoriels topologiques localement convexes

Rappelons au préalable qu’un sous-ensemble C' d’un K-espace vectoriel X est convexe quand
pour tous z,y € C et tous scalaires réels a > 0 et § > 0 vérifiant « + 8 =1 on a ax + Sy € C.
Evidemment ceci équivaut & demander la propriété pour les réels «, 8 €]0, 1] vérifiant o + 8 = 1.
Les autres faits suivants sont aussi évidents ou faciles a établir (Exer) :

(a) L’ensemble vide ) est convexe.

(b) Tout produit cartésien de convexes est convexe.

(c) L’image directe (resp. inverse) par une application affine d’un convexe est convexe.

(d) Convenons d’appeler combinaison convexe de I'ensemble C, tout élément de la forme oz +
o4 pxy avee m € N\ {0}, z; € C, a; > 0 et oy + -+ - + ay, = 1. Alors Uensemble C' est convexe
si et seulement si toute combinaison convexe de C' reste dans C.

(e) L’intersection de tous les ensembles convexes de X contenant C' est un ensemble convexe et cet
ensemble est égal & ’ensemble des combinaisons convexes de C'. On I'appelle ’enveloppe convexe
de C et on note coC ou co (C).

(f) Evidemment C' est convexe si et seulement si coC = C.

(g) Si C c ', alors co (C) C co(C"). L’implication inverse n’a pas lieu.

(h) L’enveloppe convexe de tout ensemble équilibré est équilibré.

(i) Si (X, O) est un espace vectoriel topologique, alors 'intersection de tous les ensembles convexes
et fermés contenant C' est un ensemble convexe et fermé contenant C et c’est évidemment le plus
petit ensemble convexe fermé contenant C'. On ’appelle I’enveloppe convexe fermée de C' dans
X. On note ¢6 C ou ¢o(C). On ne dispose pas de description simple de @ C' comme dans (e) pour
un espace vectoriel topologique quelconque.

(j) On a toujours C' C coC C @ C.

(k) L’ensemble C' est convexe et fermé dans X si et seulement si c6C' = C.

(1) On a déja observé qu’en général (A + p)C # AC' + uC pour A, p € K. Par contre, on a (Exer)

’ (A+ u)C = XC + pC  pour C convexe et tous réels A > 0 et u > 0 ‘ (10.1)

En plus de ce qui précéde, on a les propriétés suivantes pour I’adhérence d’un ensemble convexe.

Proposition 10.1 Soit X un K-espace vectoriel topologique. Alors les assertions suivantes ont lieu.
(a) L’adhérence dans X de tout ensemble convexe dans X est conveze.

(b) Pour tout sous-ensemble C' de X on a|coC = adhx(coC) ‘
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Démonstration. (a) Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de X et soient x,y € adhxC et
a,B €]0,1] avec v + = 1. Par propriété d’adhérence il existe deux suites généralisées (x;);es
et (y;j)jes indexées par le méme ensemble J et convergeant vers x et y respectivement. Alors
az;+ py; € Cet ax + By = i‘iemJ(axj + By;), donc ax + Py € adhxC. D’ot la convexité de adhxC.

(b) Soit C' un sous-ensemble de X. D’une part, d’aprés 'assertion (a) établie ci-dessus adhx (co C)
est un ensemble convexe fermé de X contenant C', donc par définition d’enveloppe convexe fermée
on a coC C adhx(coC). D’autre part, évidemment coC C o C et c6C est fermé dans X. Par
définition d’adhérence on a donc adhx(coC) C co C'. Cette inclusion combinée & l'inclusion inverse
ci-dessus nous assure 1'égalité de (b). [

La proposition ci-dessous dit en particulier que I'intérieur d’un ensemble convexe est convexe.
Proposition 10.2 Soit C' un ensemble convexe d’un espace vectoriel topologique (X, Q). Alors les

assertions sutvantes ont lieu.
(a) Pour tous réels v, B €]0, 1] vérifiant o+ 5 =1 on a

’aintXC’ + fadhxC C intxC ‘

(b) L’intérieur intxC de C' dans X est conveze.
(c) On a aussi

’adhX(intXC) =adhyC quandintxC # () ‘

Démonstration. (a) Fixons «, 8 €]0,1] tels que o + 8 = 1. Si intxC = 0, P'inclusion est triviale.
Supposons donc intxC' # @) et fixons x € intxC et y € adhxC quelconques. Comme z € intxC,
nous pouvons choisir un voisinage U de Oy tel que 2 + U + U C C. L'ensemble a3~ 'U étant un
voisinage de Oy, il découle de la relation y € adhxC que y € C + aB7U, i.e. il existe z € C tel
que y € z + af~IU. Ainsi nous avons

ax+pBy+al Car+ (Bz+alU)+alU =a(z+U+U)+ Bz CaC+ pC=C.

Puisque aU est un voisinage de Ox, U'inclusion (az+By)+aU C C nous assure que ax+fy € intxC.
D’ou l'inclusion de (a).

(b) L’assertion (b) est une conséquence directe de (a).

(¢) Supposons intxC # () et fixons ¢ € intxC. Pour tout € adhyx nous avons d’aprés (a) ci-
dessus z,, := %c%— (1 - %)x € intxC et donc z € adhx (intxC) car x,, — x quand n — oo. Ainsi
adhxC C adhx (intxC) et donc 'égalité dans (c) a lieu car I'inclusion inverse est évidente. [

Concernant la compacité et I’enveloppe convexe, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 10.3 (Théoréme de Mazur relatif a la || ||-compacité de €o) Dans un K-espace
de Banach (X, || ||) I’enveloppe conveze fermée de tout ensemble || ||-compact est || ||-compact.

Démonstration. Soit C' C X un ensemble || ||-compact. Il suffit de montrer que coC' est || |-
précompact. Notons U := B(0x;1) la boule unité ouverte centrée a l'origine et fixons un réel € > 0
quelconque. Par compacité de C' il existe aq,--- ,a,, € C tels que

CC{al,---,am}—l—gU et donc coCCco({al,---,am})—l—gU
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Considérons alors ’application continue ® : R™ x X" — X définie par
m
@()\17 o 7>‘max17 e axm) = Z)\kxk
k=1

Nous voyons que

co({ar, -+ am}) = ®(Ax (far} x -~ x{am}))

m

pour A := {(A1, -, Am) € R™ 1 A > 0et > A = 1}. Par continuité de ® et par compacité de
k=1

lensemble A x ({a1} x -+ X {am}), nous déduisons que co({a1,- - ,am}) est || |-compact. Il existe

donc ¢y, -+, ¢, € co({a1, - ,am}) C coC tels que co({a1, - ,am}) C {c1, -+ ,cn} + 5U et donc
coC CA{c1, -+ ,cm} +€U. D'ou la || ||-précompacité de coC et la fin de la démonstration. [

Nous allons nous intéresser aux espaces vectoriels topologiques admettant un systéme fonda-
mental de voisinages convexes de 'origine.

Définition 10.4 On dit qu’un K-espace vectoriel topologique (X,0) est localement convexe
quand il admet un systéme fondamental de voisinages convezes de Ox. On dit alors que (X,O) est
un K-espace vectoriel topologique localement convexe ou un K-espace vectoriel localement conveze
ou un K-espace localement conveze.

Exemples.

(a) Si|| || est une norme sur un K-espace vectoriel X, alors, pour la topologie associée & cette norme,
X est un espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff) car les boules centrées a 1'origine
sont convexes et forment un systéme fondamental de voisinages de 1'origine.

(b) Si Y est un K-sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectoriel localement convexe (X, O), alors
pour la topologie induite Oy sur Y par O, le couple (Y, Oy) est un K-espace vectoriel localement
convexe.

(c) Tout produit cartésien de K-espaces vectoriels localement convexes est un K-espace
vectoriel localement convexe pour la topologie produit.

(d) En particulier, pour tout K-espace vectoriel localement convexe Y et tout ensemble non vide T,
I'ensemble Y7 de toutes les applications de T dans Y est un K-espace vectoriel localement convexe
pour la topologie de la convergence simple. |

Dans un espace localement convexe on a aussi d’autres systémes fondamentaux remarquables
de voisinages de l'origine.

Proposition 10.5 Soit X un K-espace vectoriel topologique localement convexe. On a les assertions
sutvantes.

(a) L’ensemble des voisinages convexes et ouverts de Ox est un systéme fondamental de voisinages
de Ox.

(b) L’ensemble des voisinages convexes et fermés de Ox est un systéme fondamental de voisinages
de Ox.

(c) L’ensemble des voisinages convexes et équilibrés de Ox est un systéme fondamental de voisinages
de OX-

(d) L’ensemble des voisinages convexes, équilibrés et ouverts de Ox est un systéme fondamental de
voisinages de Ox ;

(e) L’ensemble des voisinages convezes, équilibrés et fermés de Ox est un systéme fondamental de
voisinages de Ox .
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Démonstration. (a) Soit W un voisinage quelconque de Ox. Par définition d’espace localement
convexe il existe un voisinage convexe Wy de Ox tel que Wy € W. Comme Wy est un voisinage de
Ox qui vérifie Wy C Wy, nous avons Ox € intx Wy. Ainsi V' := int x Wy est un voisinage ouvert de
Ox vérifiant V' C W et la derniére proposition ci-dessus nous dit que V' est convexe. L’assertion (a)
est donc démontrée.

(c) Fixons un voisinage quelconque W de Ox. L’espace X étant localement convexe il existe un
voisinage convexe Wy de Ox tel que Wy C W. Sachant que dans un espace vectoriel topologique
les voisinages équilibrés de l'origine constituent un systéme fondamental de voisinages de 'origine,
nous pouvons choisir un voisinage équilibré U de 0x tel que U C Wy. L’ensemble V' := coU est
évidemment un voisinage convexe de Ox et il est équilibré car ’enveloppe convexe de tout ensemble
équilibré est équilibré. Finalement, 'inclusion U C Wy et la convexité de Wy nous assurent que
V =coU C Wy et donc V' C W. D’ou la propriété (c).

(b), (d) et (e) Exercice. B

Le concept de semi-norme permet de donner d’autres exemples importants d’espaces localement
convexes en plus des exemples précédents.

Définition 10.6 Soit X un K-espace vectoriel. On dit qu’une fonction p : X — R est une semi-
norme quand les propriétés (i) et (ii) suivantes sont vérifiées :

(i) p(Az) = |A| p(x) pour tous z € X et A € K;

(i) p(z +y) < p(z) + p(y) pour tous x,y € X.

Evidemment toute norme est une semi-norme mais l'inverse n’a pas lieu. Par exemple, la fonction
p:K? = R avec p(x1,22) := |21| est un semi-norme mais elle n’est pas une norme sur K2.

Une semi-norme p sur X étant évidemment une fonction réelle sous-linéaire, nous avons en
particulier

p(0x) =0}

D’autre part, en écrivant 0 = p(0x) < p(x) + p(—x) = 2p(x) nous voyons que

’p(x) >0 pourtout x € X ‘

Enfin par récurrence sur 'entier m > 1 on voit que pour tous x1,:-- ,z,, dans X on a

@1+ +am) <p(@) + -+ plam) |

A un point @ € X et un réel r > 0 il sera commode par la suite d’associer les p-semi-boules
ouverte et fermée de centre a et de rayon r définies respectivement par

By(a;r):={z e X :p(lr—a)<r} et Byla;r]:={xr e X :plx —a) <r}.

Considérons maintenant une famille (p;);e; de semi-normes sur le K-espace vectoriel X. Evidem-

ment U By, (x;7) = X et donc la famille des semi-boules ouvertes est sous-base d’une
(3,z,r) €I x X x]0,00]

topologie O sur X. Par définition la famille des intersections de nombres finis de semi-boules

ouvertes est une base de la topologie O. Il est aisé de voir (Exer) que la famille des intersections

de nombres finis de semi-boules ouvertes centrées en Ox, i.e. la famille des (1 Bp,(0x;7;), pour K
11<3:¢
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parcourant les parties finies non vides de [ et r; > 0, est un systéme fondamental de O-voisinages
de Ox. On peut aussi montrer que la famille

( m Bpi (OXa T))r>07 KePgni(I) (102)

€K
(i.e. avec K parcourant ’ensemble des parties finies non vides de I et r>0) est aussi un systéme
fondamental de O-voisinages de 0x. Ces ensembles étant convexes et les applications somme
et produit externe étant continues (Exer) pour cette topologie O ainsi engendrée par la famille de

semi-normes (p;);er, le couple (X, Q) est un espace vectoriel topologique localement convexe. On
dit que O est la topologie localement convexe engendrée par la famille de semi-normes

(pi)ier-

La propossition suivante établit quelques premiéres propriétés.

Proposition 10.7 Soit O la topologie engendrée sur un K-espace vectoriel X par une famille (p;)ier
de semi-normes. On a les propriétés suivantes.

(a) Les semi-boules ouvertes sont des ensembles O-ouverts.

(b) Les semi-boules fermées sont des ensembles O-fermés.

(¢) La topologie O est séparée (Hausdorff) si et seulement si pour chaque vecteur non nul x € X
il existe un iy € I tel que p;, () # 0.

Démonstration. (a) et (b) Exercice.
(c) Supposons que O soit séparée (Hausdorff). Fixons x # 0x dans X quelconque. D’aprés 1’hy-
pothése de séparation de 'espace il existe un O-voisinage V' de Ox tel que x ¢ V. D’aprés (10.2)
il existe un réel r > 0 et une partie finie non vide K de I tels que () B,,(0x;r) C V et donc
€K
r ¢ [ By, (0x;7). Par conséquent, il existe un i, € K tel que x ¢ By, (0x;r) et donc p;,(x) # 0.
€K
L’implication inverse est laissée comme exercice. ll
Etablissons pour des topologies engendrées par des familles de semi-normes une caratérisation

de la continuité d’une application linéaire, semblable & celle connue dans le cas d’espaces normés.

Théoréme 10.8 (Théoréme de caractérisation de la continuité d’applications linéaires et
fonctions sous-linéaires sur des espaces localement convexes associés a des semi-normes)
Soient Ox et Oy les topologies engendrées sur deux K-espaces vectoriels X et Y respectivement par
des familles de semi-normes (p;)icr sur X et (qj)jes surY . Les assertions suivantes ont liew.

(a) Une application linéaire A : X — Y de X dans Y est (Ox,Oy)-continue si et seulement si
pour chaque j € J fixé il existe un réel v > 0 et une partie finie non vide K de I (dépendants de
j mais indépendants tous deux de = € X ) tels que pour tout x € X on ait

¢j(A(2)) < v maxpi(x) |

(b) Une fonction réelle sous-linéaire s : X — R est Ox-continue si et seulement s’il existe un
réel v > 0 et une partie finie non vide K de I (tous deux indépendants de =z € X ) tels que
pour tout r € X on ait

< ; .
s(@) < ymaxpi(z)

(¢) En particulier, pour chaque i € I la semi-norme p; est Ox-continue. Ainsi les semi-normes
engendrant une topologie localement convexe sont continues pour cette topologie.
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Démonstration (a) Supposons que 'application linéaire A soit continue et fixons un j € J quel-
conque. La semi-boule ouverte By, (0y;1) étant un voisinage de Oy, il existe un réel r > 0 et une

partie finie non vide K de I tels que pour tout u € (] By, (0x;r) on ait A(u) € By (0y;1), ie.
€K
¢j(A(u)) < 1. Fixons € X quelconque. Pour tout réel ¢ > 0 nous remarquons que

S ﬂ By, (0x;7)
€K

r
€ + max;ec i pi(T)

et donc d’aprés ce qui précéde
g5 (A(

Ceci étant vrai pour tout réel € > 0 nous en déduisons que

r

. 1
€ +maXi€Kpi($)$)) <1, te, QJ(A(x)) < ;(5 +I}é%§{pl($)).

q;(A(x)) < % max p;(z).

D’ou l'inégalité de (a) avec v = 1/r.
L’implication inverse de (a) est laissée comme exercice.
(b) Exercice.
(c) C’est (Exer) une conséquence directe de (b). [

Examinons le cas d’un produit fini d’espaces localement convexes associés & des semi-normes
données. Un produit fini d’espaces normés en est un cas particulier.

Proposition 10.9 Soient X1, -+, X,, un ensemble fini de K-espaces vectoriels et soit pour chaque
kE=1,---,m une famille (py;, )ier, de semi-normes sur Xy dont la topologie localement convexe
associée est O. Soit O la topologie produit sur X := X1 X --- X X, de ces topologies et soient pour
chaque i := (i1, ,im) € I := 11 X -+ I, les semi-normes sur X définies pour x := (1, ,Tpy) €
X par

m m
1/2
i) 1= e pha (@), ple) =3 pran () ) = (3 pan ()

Alors chacune des familles de semi-normes (p;)icr, (P})ier et (p})icr engendre la topologie produit
localement convexe O.

Démonstration. Exercice. B

Concernant les concepts de convergence et d’ensembles bornés nous avons les caractérisations
suivantes (semblables & celles existant pour les espaces normes).

Proposition 10.10 (Caractérisation de convergence et de bornés dans un espace loca-
lement convexe associé 4 des semi-normes) Soit O la topologie engendrée sur un K-espace
vectoriel X par une famille de semi-normes (p;)icr. Les assertions suivantes ont lieu.

(a) Une suite généralisée (xj)jcy converge vers un point x dans (X, O) si et seulement si

pour chaquei € Tona p;(z; —x) —J> 0 dans R |.
j€

(b) Un sous-ensemble non vide A de X est borné dans (X, Ox) si et seulement si pour chaque i € 1
la semi-norme p; est majorée dans R sur A, i.e. il existe un réel r; > 0 (indépendant de x € A)
tel que

pi(x) <r; pourtoutx € A ‘
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Démonstration. Exercice. B

Nous allons maintenant établir que pour tout espace localement convexe (X, Q) il existe un
famille de semi-normes sur X engendrant la topologie O.

Disons tout d’abord qu’un sous-ensemble C d’un K-espace vectoriel X est absorbant quand
pour chaque z € X il existe un réel r > 0 (dépendant de x) tel que Az € C pour tout A € K
vérifiant |A| < 7. Un tel ensemble contient donc toujours Ox. Evidemment tout voisinage de zéro
dans un espace vectoriel topologique est absorbant.

Soit C' un ensemble convexe et absorbant dans un K-espace vectoriel X. Pour chaque z € X,
I’ensemble {t > 0 : %ZL‘ € C'} est non vide d’aprés la définition d’ensemble absorbant et il est minoré
dans R par 0. Par conséquent on peut considérer la fonction jo : X — R, donnée par

1
jo(x) :=inf{t > 0: JT € C} pourtout z € X |

Beaucoup de résultats concernant les ensembles convexes dans les espaces vectoriels topologiques
sont liés a cette fonction jo. On I'appelle la jauge ou fonction jauge ou fonction de Minkowski
de C.

Observons tout d’abord que la fonction jauge est toujours sous-linéaire.

Lemme 10.11 La fonction jauge jo d’un convexe absorbant C' d’un K-espace vectoriel X est
sous-linéaire.

Démonstration. La positive homogénéité étant triviale (Exer), fixons deux éléments quelconques
x,y € X. Considérons deux réels s,t > 0 quelconques tels que s~z € C et t 1y € C. Alors 1'égalité

s
s+t

—(t'y)

-1
(s :c)+s+t

s+t($+y>

combinée avec la convexité de C' nous assure que s%rt(a: +y) € C et donc jo(z +y) < s+t En
prenant la borne inférieure des deux membres sur les s > 0 tels que s~'z € C nous obtenons
jo(xz+1vy) < jo(z) +t. Et finalement le passage & la borne inférieure sur les ¢ > 0 vérifiant t 'y € C

donne jo(z +y) < jo(z) + jo(y), ce qui termine la démonstration. |

Observons maintenant que, si jo(z) < 1, alors (par définition de j¢) il existe un réel strictement
positif ¢t < 1 tel que 2 € C donc z € tC = tC + (1 —t){0x} C tC + (1 —t)C = C, ce qui entraine
x € C. Ainsi on a toujours sous 'hypothése que C soit convexe absorbant

{zeX :jo(w) <1} cCC{reX:jolz) <1}, (10.3)

la premiére inclusion résulte de ce qui précéde et la seconde est évidente.

Le lemme suivant apporte plus de précisions sur les deux inclusions de (10.3) ci-dessus quand C
est un convexe d’un espace vectoriel topologique dont l'intérieur contient 'origine.

Lemme 10.12 Soit C' un convexe d’un K-espace vectoriel topologique (X, O) contenant Ox dans
son intérieur, i.e. tel que Ox € intxC'. Sous ces conditions on a les propriétés suivantes.

(a) La fonction jauge jo est bien définie et est O-continue sur X ;

(b) intxC ={zx € X :jo(r) <1} et adhxC ={x € X : jo(z) < 1}.
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Démonstration. (a) Notons tout d’abord que le convexe C' est absorbant car il est un voisinage
de Ox puisque Ox € intxC. Pour avoir la continuité de sa fonction jauge, nous savons qu’il suffit
de montrer que cette fonction sous-linéaire jo est continue en Ox. Fixons un réel € > 0 quelconque.
L’ensemble £C' est un voisinage de Ox (car il contient Ox dans son intérieur) et pour tout = € eC
on a0 < jo(x) = jo(e(e7ta)) = ejo(e™1z) < e car jo(e71z) < 1 puisque e 71z € C. Ceci combiné
a l'égalité jo(0x) = 0 nous assure de la continuité de jo en Ox.
(b) D’apres (10.3) I'ensemble {z € C : jo(z) < 1} est contenu dans C' et d’aprés (a) nous savons
qu'il est O-ouvert. Par conséquent {x € X : jo(z) < 1} C intxC.

Fixons maintenant x € int x C quelconque. Alors C' est un voisinage de z. Comme rx — x quand
r — 1 dans R, il existe un réel r» > 1 tel que raz € C. Et pour le réel strictement positif ¢ := % <1
nous avons 1z € C et donc jo(z) <t < 1. Ceci nous dit que intxC C {z € X : jo(z) < 1} et donc
compte tenu de I'inclusion inverse ci-dessus nous aboutissons a la premiére égalité de (b).

La seconde égalité de (b) est laissée comme exercice. B

Quand l’ensemble convexe absorbant C est de plus équilibré on a %)\m € C si et seulement
si $[Az € C d’aprés (9.1) et donc {t > 0: 1Az € C} = {t > 0 : $|A|z € C}. Par conséquent
jo(Az) = jo(|A|x) et donc (puisque jo(|A|lz) = |A|jo(x) par positive homogénéité de jo) nous
obtenons jo(Ax) = |Ajo(x) pour tout x € X. Ceci combiné a la sous-additivité de jo nous dit
que jo est une semi-norme. On la note souvent dans ce cas po au lieu de jo et on dit que c’est la
semi-norme associée au convexe équilibré absorbant C.

Théoréme 10.13 Pour tout espace vectoriel topologique localement convexe (X, Q) il existe
une famille de semi-normes engendrant la topologie O. Plus précisément la famille des semi-normes
associées auxr O-voisinages convexes, équilibrés et ouverts de Ox engendre la topologie O et cette
famille coincide avec la famille des semi-normes O-continues.

Démonstration. Notons U/ 'ensemble des voisinages convexes, équilibrés et ouverts de Ox dans
(X, 0). Nous avons vu que c’est un systéme fondamental de voisinages de Ox dans I’espace locale-
ment convexe (X, ). A chaque U € U associons la semi-norme py définie ci-dessus et notons 7 la
topologie engendrée sur X par la famille des semi-normes (py)yey. Pour chaque U € U le lemme
ci-dessus nous dit que U = {z € X : py(xz) < 1} et donc U est un 7-voisinage de Ox en tant que
semi-boule ouverte. Par conséquent O C 7.

Soit maintenant W un 7-voisinage quelconque de Ox. Il existe un réel r > 0, un entier m > 1
et Up, -+ ,Up €U tels que V := ]:élprUk (0x;r) C W. L’assertion (a) du lemme ci-dessus entraine
que pour chaque k I'ensemble By, (Ox;7) est un O-ouvert et donc V' est un O-voisinage ouvert de
O0x avec V C W. Nous en déduisons que W est un O-voisinage de 0x, ce qui donne 7 C O. Compte
tenu de l'inclusion inverse ci-dessus, nous aboutissons & 7 = O, i.e. O coincide avec la topologie
engendrée par la famille des semi-normes (py)uyey-

L’égalité entre la famille des semi-normes O-continues et la famille des semi-normes associées
aux voisinages convexes, équilibrés et ouverts de Ox est laissée comme exercice. |

11 Théoréme de Hahn-Banach analytique

Cette section est consacrée au fameux théoréme d’Analyse Fonctionnelle connu sous le nom de
théoréme de Hahn-Banach analytique.

Théoréme 11.1 (Théoréme de Hahn-Banach analytique) Soit s : X — R une fonction réelle
sous-linéaire sur un R-espace vectoriel X. Soient Y un R-sous-espace vectoriel de X et f: Y — R
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une forme R-linéaire définie surY et vérifiant
f(x) <s(x) pourtout z €Y.
Alors il existe (au moins) une forme R-linéaire ¢ : X — R vérifiant
o(x) = f(zr) pourtoutx €Y et ¢(z)<s(r) pourtoutzx e X,
i.e. il existe une forme R-linéaire qui étend f a X tout entier et qui reste majorée par s sur X.

Démonstration. Considérons 'ensemble G des couples (G, g) oit G est un R-sous-espace vectoriel
de X contenant Y et ot g : G — R est une forme R-linéaire sur G vérifiant g(x) < s(z) pour tout
x € G. Cet ensemble est non vide car il contient évidemment (Y, f). Ordonnons G par la relation
d’ordre = définie par (G1,91) =< (G2, 92) si G1 C G et g2 est un prolongement de g; sur Ga. Soit
(Gi, gi)ier une chaine de G, i.e. une famille totalement ordonnée de G. On vérifie sans difficulté
(Exer) que H := iLEJI G; est un R-sous-espace vectoriel de X contenant Y, que 'on peut définir une

forme R-linéaire h : H — R en posant h(x) := g;(z) si * € G; avec i € I. Le couple (H, h) ainsi
défini est donc un élément de G qui majore pour < la famille (G;, gi)ier. Le lemme de Zorn nous dit
donc que G admet un élément maximal (G, go) relativement a l'ordre <. Montrons que Gy = X.
Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un v € X \ Gy. Fixons o € R et considérons
sur le R-espace vectoriel G := Go@®Ruv la forme R-linéaire g : Go @Rv — R définie par g(z+tv) =
go(z) + ta pour tous z € Gy et t € R. Nous allons déterminer a de sorte que pour tout = € G on
ait
go(z) +a<s(x+v) et go(z)—a<s(z—o). (11.1)

Nous observons que « vérifie (11.1) pour tout = € Gy si et seulement si

sup [go(u) — s(u —v)] < a < inf [s(z+v) — go(x)]. (11.2)

u€Go z€Go

Or pour tous u,z € Gy nous avons
go(u) +go(x) =go(u+ ) <s(ut+z)=s(u—v+v+z)<s(u—v)+s(v+x))

donc go(u) — s(u—v) < s(x+v)— go(z), ce qui nous assure que sup [go(u) —s(u—wv)] et inf [s(z+
u€Gy z€Go

v) — go(x)] existent dans R et que sup [go(u) — s(u — v) < int [s(z + v) — go(z)]. Nous pouvons
uelGy relo
donc choisir o € R satisfaisant (11.2), i.e. satisfaisant (11.1). Pour ce réel « satisfaisant (11.1) on

vérifie aisément (Exer) compte tenu de la positive homogénéité de s et de la linéarité de go que
g(x +tv) = go(x) + tv < s(x + tv) pour tous x € Gy et t € R. Nous obtenons donc (G, g) € G et
(Go, 90) =< (G, g) avec (Go, g0) # (G, g), ce qui contredit la maximalité de (Gg, go). Par conséquent
Gy = X et la forme linéaire ¢ := gy est une extension de f sur X majorée par s sur X. |

12 Théorémes de séparation de Hahn-Banach

Via le théoréme de Hahn-Banach analytique, nous allons dans ce paragraphe établir des résultats
de séparation géométrique. Rappelons que dans un espace vectoriel X tout ensemble de la forme
{r € X : p(z) = a}, ot ¢ est une forme linéaire sur X non identiquement nulle et « est un
scalaire, est appelé un hyperplan affine ou hyperplan de X. Quand de plus X est un espace
vectoriel topologique séparé et ¢ est continue, alors I’hyperplan est fermé.
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Rappelons que pour une fonction f: X — C a valeurs complexes, les fonctions Ref : X—R et
Zmf : X — R désigne la fonction partie réelle et la fonction partie imaginaire de f, i.e. (Ref)(x) :=
Re(f(x)) et (Zmf)(z) := Zm(f(x)) pour tout x € X. Par ailleurs, pour une forme C-linéaire
¢ : X — C on vérifie (Exer) sans difficulté pour tout z € X que

|¢(z) = Rep(z) — iRe p(in) |

et donc ¢ est identiquement nulle si et seulement si Re p est identiquement nulle.

Supposons que ¢ : X — K soit une forme K-linéaire et o € R. Ecrivons comme il est d’usage
{Rep = a}, {Rep < a} etc pour {x € X : Reyp(x) = a}, {r € X : Rep(r) < a}. Soient
deux sous-ensembles non vides A et B de X. On dit pour Re ¢ non identiquement nulle que
I'hyperplan réel H := {Re p = a} sépare largement ces deux ensembles quand

AC{Rep <a} et B C{Rep>a}l.
S’il existe un réel € > 0 tel que
AC{Rep<a—c} et BC{Rep>a+e},

on dit que 'hyperplan réel H sépare strictement les deux ensembles.

Le lemme ci-dessous nous permettra d’établir le premier théoréme de séparation de Hahn-
Banach.

Lemme 12.1 Soit C' un ensemble convexe et ouvert non vide d’un R-espace vectoriel topologique
(X,0) et soit un point b & C. Alors il existe une forme R-linéaire continue ¢ : X — R telle que
o(x) < @(b) pour tout x € C.

Démonstration. Fixons un point ¢ € C' et observons que D := —c+ C est un convexe ouvert avec
Ox € Deta:=b—c¢ D. Considérons la fonction f : Ra — R avec f(ta) := tjp(a) pour tout
t € R, o jp désigne la jauge de D. Cette fonction f est R-linéaire sur Ra et on vérifie sans difficulté
(Exer) que f(ta) < jp(ta) pour tout ¢t € R. D’aprés le théoréme analytique de Hahn-Banach on
peut prolonger f en une forme R-linéaire ¢ sur X telle que ¢(z) < jp(x) pour tout z € X. Nous
savons que la fonction jauge jp est continue car le convexe ouvert D contient Ox (voir (a) du lemme
10.12) et ceci entraine (Exer) la continuité de la forme R-linéaire ¢. L’assertion (b) du méme lemme
10.12 nous dit que D = {zx € X : jp(x) < 1}, ce qui entraine jp(a) > 1 car a € D. Il en résulte pour
tout x € D que p(z) < jp(x) <1 < jp(a) = f(a) = ¢(a). Ainsi pour tout x € C nous obtenons
o(—c+x) < pb—2c),ie o) < @b). [ |

Théoréme 12.2 (Théoréme de séparation de Hahn-Banach : premiére version) Soient
(X, O) un K-espace vectoriel topologique et A et B deux ensembles non vides, convexes et disjoints
avec A O-ouvert. On a les propriétés de séparation suivantes.
(a) Si K =R, alors il existe une forme R-linéaire continue non nulle ¢ : X — R et un réel o
tels que

Ac{p<a}l et BcC{p=>a}l

(b) Si K = C, alors il existe une forme C-linéaire continue ¢ : X — C de partie réelle Re ¢
non nulle et un réel « tels que

AC{Rep<a} et BC{Rep>a}l.
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Démonstration. (a) Supposons K = R. Le convexe C := A—B (o0 A—B :={x—y:x € A,y € B})
est ouvert (Exer) et Ox ¢ C. Le lemme ci-dessus dit qu’il existe une forme R-linéaire continue
v : X — Rtelle p(z) < ¢(0) = 0 pour tout = € C. Par conséquent, pour tous x € A et y € B nous

avons ¢(z) < ¢(y) et donc sup ¢(x) < imjfB ©(y) et les deux membres de cette inégalité sont dans
x€A ye
R. En choisissant un réel « entre ces deux membres, nous obtenons ¢(z) < « pour tout x € A et

©(y) > a pour tout y € B. Comme ¢ n’est pas identiquement nulle, le lemme 12.3 ci-dessous nous
dit qu’en fait ¢(x) < o pour tout = € A. D’ou le résultat de séparation dans (a).

(b) Soit maintenant K = C. L’espace (X, Q) est aussi en particulier un R-espace vectoriel topo-
logique et donc il existe d’aprés (a) une forme R-linéaire continue non nulle ¢ : X — R telle que
A cC{y <a}et BC{y > a}. Considérons la fonction ¢ : X — C définie par ¢(x) = ¢(x) — itp(ix)
pour tout & € X et observons que pour z € X fixé quelconque on a p(rz) = rp(z) pour tout r € R
et

pliz) = Plix) —ip(—x) = i[—i(iv) — P(—2)] = i[{(z) - i(iz)] = ip(z).
On en déduit aisément (Exer) que pour tout A € C on a p(Ax) = A\p(z) et donc ¢ est C-linéaire car
Padditivité est évidente (Exer). La fonction ¢ étant de plus clairement continue, elle est une forme

C-linéaire continue de X dans C et d’aprés la définition de ¢ on a Rep = 1, donc A C {Rep < a}
et B C {Rey > a}. La démonstration est donc terminée. [ |

Lemme 12.3 Soient (X, O) un R-espace vectoriel topologique et ¢ : X — R une forme R-linéaire
continue non nulle. Alors pour tout ouvert non vide U de X, la fonction ¢ n’atteint pas sa borne
supérieure sur U.

Démonstration. Supposons que ¢ atteigne sa borne supérieure sur 'ouvert U en un point a € U.
Comme ¢ n’est pas identiquement nulle, il existe un élément zy € X tel que ¢(xo + a) # 0.
Alors ¢ atteint aussi sa borne supérieure sur 'ouvert V := xy + U au point xg + a. Comme
t(xo +a) — xo+a € V quand t — 1, il existe un réel € €]0, 1] tel que ¢(zg + a) € V pour tout
t € [1—¢,1+¢] et donc en particulier (1 —¢)(zg+a) € Vet (1+¢)(zo+a) € V. De plus des deux
nombres réels p((1 —e)(zg +a)) = (1 —e)p(xg +a) et p((1+¢)(zo+a)) = (1 +¢&)p(xo+ a), 'un
est strictement supérieur & ¢(xo + a) (car p(zo + a) # 0). Ceci contredit le fait que ¢ atteigne sa
borne supérieure sur V' en xg + a. Dot le résultat du lemme. |

Le second théoréme de séparation de Hahn-Banach concerne le cas d'un convexe compact et
d’un convexe fermé disjoints.

Théoréme 12.4 (Théoréme de séparation de Hahn-Banach : seconde version) Soient
(X,0) un K-espace vectoriel localement convexe, A un convere O-compact non vide de X et
B un convexe O-fermé non vide de X avec AN B = (. Alors il existe une forme K-linéaire
continue ¢ : X — K et deux réels a et € avec € > 0 tels que

AC{Rep<a—c} et BC{Rep>a+c}.
(Noter que Re @ est évidemment non identiquement nulle).

Démonstration. L’ensemble A — B = {z —y : z € A,y € B} est convexe avec 0 ¢ A — B car
AN B = (. On vérifie aussi (Exer) qu'il est O-fermé a cause de la compacité de A et du caractére
fermé de B. Par conséquent il existe un voisinage V' de Ox tel que V N (A — B) = (). Fixons un
voisinage ouvert convexe équilibré U de Ox tel que U+ U C V. Alors (U4+U)N(A—B) =0 et
donc (A+U)N(B+U) = (. Comme B+ U est convexe et A+ U est convexe ouvert (Exer :
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le vérifier), le premier théoréme de séparation de Hahn-Banach nous dit qu’il existe une forme
K-linéaire continue ¢ : X — K avec Rey non identiquement nulle et un réel o > 0 tels que
Rep(x +u) < a < Rep(y + v) pour tous © € A, y € B et u,v € U. Comme Rep n’est pas
identiqument nulle il existe (Exer) un ug € U tel que Re p(ug) > 0 et donc pour v = ug et v = —uy
on déduit de ce qui précéde que pour tous x € A et y € Bon a

Rep(z) < a—Rep(ug) < a+ Rep(ug) < Rep(y).

Il suffit donc de choisir € := Re ¢(ug) pour obtenir le résultat du théoréme. |

Parfois on dit premiére (resp. seconde) version géométrique du théoréme de Hahn-Banach
au lieu de premier (resp. second) théoréme de séparation de Hahn-Banach.

Remarque. Dans les deux théorémes de séparation ci-dessus il y a une hypotheése sur le convexe A.
Signalons que deux convexes disjoints d’un espace vectoriel de dimension finie peuvent toujours
(sans autre hypothése) étre séparés largement par un hyperplan réel (associé a une forme linéaire
non nulle). |

Le prochain résultat est un corollaire du second théoréme de séparation de Hahn-Banach.

Corollaire 12.5 Soient (X, 0) un K-espace vectoriel localement convexe. Les assertions sui-
vantes ont lieu.

(a) Pour tout K-sous-espace vectoriel E de X et tout a ¢ adhpE, il existe une forme K-linéaire
O-continue ¢ : X — K nulle sur E et non nulle au point a.

(b) Un K-sous-espace vectoriel E de X est O-dense dans X si et seulement si toute forme K-linéaire
O-continue sur X nulle sur E est nulle sur X tout entier.

Démonstration. (a) Comme F' := adhpE est un convexe fermé et {a} est un convexe compact
de X avec {a} N F = (), il existe d’aprés le second théoréme de séparation de Hahn-Banach une
forme K-linéaire continue ¢ : X — K et deux réels a, e avec € > 0 tels que Re¢(x) < a pour tout
x € F D FEetRepla)>a+e Comme Ox € E, on a0 =Rep(0x) < aetdonca+e>0,ce
qui assure que p(a) # 0. Fixons maintenant z € E et observons que tout réel ¢ > 0 nous avons
tr € E et —tx € E, donc tRep(z) = Rep(tr) < a et —tRep(r) = Rep(—tr) < «, ce qui
équivaut & Rep(r) <t la et —t7'a < Rep(x). En faisant ¢ — +0o nous obtenons 0 < Re ()
et Rep(z) <0, ie Rep(x) =0 pour tout z € E.

Si K = R, la démonstration est terminée. Si K = C, alors 'égalité ¢(x) = Rep(x) — iRe ¢(iz)
nous assure que ¢(x) = 0 pour tout x € E. L’assertion (a) est donc établie.
(b) L’assertion (b) découle directement de (a). [

13 Dual topologique et topologie faible

Nous allons nous intéresser aux formes K-linéaires qui sont O-continues sur un K-espace vectoriel
topologique (X, Q). Evidemment c¢’est un K-espace vectoriel.

Définition 13.1 Soit (X, O) un K-espace vectoriel topologique. Le K-espace vectoriel de toutes les
formes K-linéaires continues de X dans K est appelé I’espace dual topologique ou le dual
topologique de (X, 0). On le note (X,0)* ou Dualp(X) quand l’on veut préciser la topologie de
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Pespace dont on consideére le dual topologique. On le notera le plus souvent! X* si aucune confusion
n’est possible.

Un élément générique de X est en général noté x ou y etc. Pour des raisons de commodité
d’écriture qui apparaitront plus loin, on note souvent z* ou y* etc un élément générique de X* et
x4 ou Yy ou a* etc un élément d’'intérét de X*.

Observer bien qu’il n’y a aucune relation entre z* et x etc|.

Pour z € X et * € X* on notera souvent (z*, z) x+ x ou (z*, z) I"image de x par la forme K-linéaire
.
¥, ie.

’ (x*,x) == x*(x) ‘

On dit que (-,-)x+ x est le crochet de dualité entre X et X*.

La définition ci-dessus conduit & se demander quelle condition générale assure que le dual topo-
logique n’est pas réduit a zéro, i.e a la forme K-linéaire nulle 7. Signalons tout d’abord qu’il existe
des K-espaces vectoriels topologiques séparés (Hausdorff) non localement convexes dont les duaux
topologiques sont réduits a zéro. Supposons maintenant que (X, Q) soit un K-espace vectoriel to-
pologique localement convexe et séparé (Hausdorff) non réduit a zéro (i.e. X # {0x}). En
fixant a # Ox dans X, il existe un voisinage ouvert convexe U de Ox avec a € U, i.e. {a} NU = 0.
Comme {a} est fermé puisque X est séparé (Hausdorff) et comme il est de plus convexe, le premier
théoréme de séparation de Hahn-Banach nous dit qu’il existe une forme K-linéaire continue ¢ de
X dans K dont la fonction partie réelle Re ¢ est non nulle et un réel a tel que Rep(a) > o et
U C {Rep < a}. Comme Ox € U, on a nécessairement Re ¢(a) # 0. Ceci nous dit en particulier
que le dual topologique de (X, O) est non réduit a zéro et que ¢(a) # 0.

Nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 13.2 Soit (X,0) un K-espace vectoriel localement convexe et séparé (Haus-
dorff). Alors son dual topologique est mon réduit a zéro. Plus précisément, pour tout x # Ox il
existe un z* € X* tel que (z*,z) = x*(z) # 0.

Ce qui précéde nous conduit & nous intéresser essentiellement au dual topologique d’un espace
localement convexe séparé (Hausdorff).

Soit donc (X, O) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff). Alors son
dual topologique X* := (X, 0)* est non réduit a zéro. A chaque u* € X associons la semi-norme
notée p,» de X dans R définie par

’pu*(l') = |u*(z)] = |(u*,x)] pour tout x € X‘.

Définition 13.3 La topologie engendrée sur X par la famille de semi-normes (pyx)y+ex= est en
général notée?® w(X,X*) ou o(X,X*). Compte tenu de la proposition 13.4 ci-dssous, on dit que
cette topologie w(X, X*) est la topologie faible ou topologie affaiblie de X.

1. Nous signalons que X™ est la notation ameéricaine et que dans les livres frangais on trouve souvent la notation
X', réservant plutdét la notation X™* au dual algébrique. Il n’ y aura pas d’ambiguité ici car nous ne travaillerons
qu’avec des espaces vectoriels topologiques.

2. La notation w(X, X ™) est la notation américaine, "w” étant la premiére lettre du mot anglais "weak” qui signifie
’faible”. La notation o (X, X™) est celle que 'on trouve assez souvent dans les livres frangais.
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Proposition 13.4 Soit (X, Q) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff).
Les assertions suivantes ont lieu.

(a) On a w(X,X*) C O.

(b) La topologie w(X, X*) est séparée (Hausdorff).

Démonstration. (a) Soit u* € X* a € X et r > 0 quelconques. Comme u* : X — K est
O-continue, I'ensemble {z € X : |[u*(x —a)| <7} € O, ie. B, .(a;r) € O. Ainsi toutes les p,-semi-
boules ouvertes de X appartiennent & O et donc w(X, X*) C O.

(b) Pour chaque z € X avec x # Ox, la proposition ci-dessus nous dit qu'’il existe un u* € X* tel
que (u*,z) # 0 et donc py,«(z) # 0. La caractérisation de la propriété séparée (Hausdorff) d’une
topologie engendrée par une famille de semi-normes nous assure que w(X, X*) (i.e. la topologie
engendrée par la famille de semi-normes (py+)y+cx+) est séparée (Hausdorff). [

La convergence de suite généralisée peut étre traduite comme suit.

Proposition 13.5 (Caractérisation de la convergence faible) Soit (X, Q) un K-espace vecto-

riel localement convexe séparé (Hausdorff). Une suite généralisée (x)jc; converge faible-

. w(X,X* . .
ment ou w(X, X*)-converge vers un élément x € X (i.e. x; (—J)> x) si et seulement si pour
j€
chaque z* € X* on a

(x*,z5) —> (2", 2) dans K|
jeJ

Démonstration. Par propriété de convergence dans un espace localement convexe engendré par
. . w(X,X*) . .
une famille de semi-normes on a on a x; ——— x dans X si et seulement si pour chaque z* € X*
jeJ

on a pyx(xj; — x) ge—J> 0 dans R, ie. |[(z*, z; — )| ]€—J> 0 dans R. Ceci équivaut a dire que pour

chaque z* € X* on a (z*,2; —x) — 0 dans K, i.e. (z*, ;) — (2%, z) dans K. D’ott I'équivalence
jeJ jedJ

de la proposition. |
. . w(X,X™*) . . .
Parfois au lieu de x; 4J> x on abrégera la notation de la w(X, X*)-convergence ou conver-
JjE
gence faible de (z;);es vers « dans X en z; Lf T.
Jje

Proposition 13.6 Soit (X, O) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff).
Alors une forme K-linéaire ¢ : X — K est O-continue si et seulement si elle est w(X, X*)-continue
(i.e. si et seulement si elle est faiblement continue).

Par conséquent, le dual topologique (X, w(X,X*))* de (X, w(X,X™)) coincide avec X* dual
topologique de (X, ), ce que l'on peut écrire sous la forme

(X, w(X,X")" =(X,0)".
Démonstration. Comme w(X, X*) C O (d’apreés la proposition 13.4), toute forme K-linéaire de X

dans K qui est w(X, X*)-continue est O-continue. Soit maintenant ¢ : X — K une forme K-linéaire
qui est O-continue. Alors pour a* :=¢ € X* on a

[o()] = |a* ()] = 1+ pa-(x) pour tout € X,

ce qui entraine que la forme K-linéaire ¢ est continue pour la topologie engendrée par la famille
de semi-normes (py+)y+cx+ d’aprés la caractérisation d’applications linéaires continues entre es-
paces localement convexes dont les topologies sont engendrées par des semi-normes données (voir le
théoréme 10.8). L’équivalence de la proposition est établie. |
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Comparons maintenant les ensembles convexes fermés pour la topologie localement convexe
initiale O sur X et la topologie faible. Tout ensemble w(X, X*)-fermé est évidemment O-fermé car
w(X, X*) C O, mais la réciproque est fausse en général. Toutefois on a le théoréme important
de Mazur suivant (appelé aussi parfois lemme de Mazur).

Théoréme 13.7 (Théoréme de Mazur relatif aux convexes faiblement fermés) Soit (X, O)
un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff). Alors les assertions suivantes
ont lieu.

(a) Tout ensemble convexe O-fermé non vide de X est l'intersection des demi-espaces O-fermés qui
le contiennent.

(b) Un sous-ensemble convexe C' de X est w(X, X*)-fermé si et seulement s’il est O-fermeé.
(c) Supposons que la topologie O soit métrisable (c’est en particulier le cas si O est la topologie
d’un espace normé). Alors pour toute suite ordinaire (x,)nen de X qui w(X, X*)-converge vers

un point v € X, il existe pour chaque entier n € N un entier K,, > n et desréels ap pn, -+, 0K, n €
Ky Ky
[0,1] avec Y oprn =1 tels que pour up := Y o nxy la suite (up)pnen O-converge vers x. Ceci dit

k=n k=n
en particulier que x est la O-limite d’une suite de combinaisons convezres des xy.

Démonstration. (a) Soit C' un convexe O-fermé et soit a € X avec a ¢ C. Le second théoréme
de séparation de Hahn-Banach nous dit qu’il existe une forme K-linéaire O-continue non nulle
¢ : X — Ket un réel a tel que C C {Rey < a} et Rep(a) > a. Par conséquent, a n’appartient
pas a l'intersection de la famille des demi-espaces O-fermés contenant C.

Inversement, si a € C, alors évidemment a appartient & I'intersection des demi-espaces O-fermés
contenant C. D’ou 'égalité de (a).
(b) Supposons que le convexe C soit O-fermé. Tout demi-espace O-fermé {Re ¢ < a} est w(X, X*)-
fermé car d’apreés la proposition précédente la forme K-linéaire O-continue ¢ est w(X, X*)-continue.
I1 découle de (a) que C' est w(X, X*)-fermé. D’ou (b) car I'implication inverse est immédiate.
(c) Soit d une distance sur X dont la topologie associée coincide avec la topologie O. Notons adh,,
I’adhérence relativement a la topologie w(X, X*). D’aprés I'hypothése, pour chaque entier n € N
nous avons

v € adhy,(x x+)({7x : k > n}) Cadhy,x x)(co{zy : k > n}) = adho(co{z} : k > n}),

légalité découlant de (b) ci-dessus. Alors pour chaque entier n € N nous pouvons choisir u,, €

co{zy : k > n} tel que d(uy,z) < %—i—l Ainsi (upn)nen converge suivant la topologie O vers x et

Ky Kp

pour chaque n € N il existe oy p, -+, K, € [0,1] avec agn =1 tels que uy 1= ) oy pxp. Ceci
k=n k=n

termine la démonstration. |

14 Topologie étoile faible

Soient (X, Q) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff) et soit X* son dual
topologique, i.e. X* := (X, 0)*. Comme dans le paragraphe précédent, & chaque u € X on peut
asscocier la semi-norme ¢, sur le K-espace vectoriel X* définie par

’qu(x*) = |z*(u)| = |(z",u)| pour tout z* € X~
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Définition 14.1 La topologie engendrée sur le K-espace vectoriel X™* par la famille de semi-normes
(qu)ucx est appelée la topologie étoile faible ou faible étoile de X*. On la note en général
w(X* X) ou o(X*, X).

Souvent on abrége en écrivant : topologie *-faible ou faible-x ou w*-topologie. De méme

.. . w* . w(X*,X) .
on écrit parfois x;‘ —J) z* au lieu x;‘ —J> x* pour exprimer la w(X*, X)-convergence d’une
je Jje

suite généralisée (27);jes de X* vers un élément z* € X

Proposition 14.2 (Caractére séparé Hausdorff et caractérisation de convergence pour
la topologie x-faible) Soient (X, Q) un espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff)et
X* son dual topologique. On a les assertions suivantes.

(a) La topologie localement convexe w(X*, X) est séparée (Hausdorff).

(b) Une suite généralisée (x7)jes converge vers un élément x* € X* suivant la topologie w(X™, X)

, o wXTX) ‘
(i.e. a; — ) si et seulement si
j€

pour chaque x € X fizé (z3,z) 7 (x*,x) dansK|
j€

Démonstration. (a) Pour chaque z* # 0x+ il existe par définition de fonction un v € X tel que
x*(u) # 0 et donc g, (z*) # 0. D’apreés la caractérisation de la propriété séparée (Hausdorff) d’une
topologie engendrée par une famille de semi-normes, la topologie w(X*, X) est séparée (Hausdorff).
(b) On procéde comme pour la topologie faible (Exer). [

Maintenant que nous avons muni le dual topologique de la topologie *-faible, étudions le dual
topologique d’un produit.

Théoréme 14.3 Soient (X1,01), -+, (Xm, Om) un nombre fini de K-espaces vectoriels localement
convezxes séparés (Hausdorff) et soit O la topologie produit (qui est aussi localement convexe séparé
(Hausdorff)) sur le K-espace vectoriel X := X1 X - -+ Xp,. Notons m; Uapplication i-iéme projection
de X1 x -+ x Xy, sur X; et notons X le dual topologique de (X;,0;), i.e. X} := (X, 0;)*. Alors
Uapplication ® qui a (xF,--- ,x),) associe x7 o m + -+ + x}, o, est linéaire et bijective de
X{xex X sur X* = (X7 x---x X, O)*, dual topologique de (X1 x---x X, O). De plus, sil’on
note T la topologie produit des topologies w(X}, X;), Uapplication ® est (17, w(X*, X))-bicontinue.
Elle permet donc d’identifier (X1 x---x Xy, O)* et X{x---x X% ie. ®(xF, - ,zh,) = (2], -+, 2},

m m
et

’(Xlx---me,(’))*EXfx---xX,’fn

De plus

*

(1, s xm), (T1, o)) x+ x = (21, 1) x7r.x0 + 0+ (T Tin) X5, X

et donc a travers Uidentification ci-dessus on a

* * * *
<(I1, T 7xm)a (35'1, te 7l‘m)>X*7X = <$1>x1>Xf7X1 +oot <xm’ $m>an,Xm
Démonstration. Pour chaque (27, - - -, 2,) nous observons que xjom +- - -4}, oy, est une forme
K-linéaire O-continue (Exerc) sur X et donc en posant ®(z¥,--- , 2} ) :=ajom + -+ ), 0wy

nous définissons une application de X x - x X dans X*. Cette application ® est évidemment
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K-linéaire (Exer) et son noyau est réduit a zéro (Exer), donc elle est injective. Montrons qu’elle est

surjective. Soit h € X* i.e. h: X1 x---xX,,, — K est une forme K-linéaire O-continue. Pour chaque

i=1,---,m lapplication j; : X; — X avec j;(u) := (0,---,0,u,0,---,0) ('élément u figurant a la

i-ieme coordonnée) étant K-linéaire (O;, 7)-continue (Exer), la fonction h o j; de X; dans K est K-

linéaire O;-continue et donc nous pouvons poser v; := hoj; € X7, ie. (vf, -+ ,v3) € X{x---xX}.
*

Il est facile de voir (Exer) que ®(vf,--- ,v),) = h, d’ou la surjectivité de ®.

Par ailleurs, il n’est pas difficile de vérifier ’égalité

*

(@], 2), (21, Zm)) x x = (T, 1) x5, x0 o + (T Tm) X5, X s

m?
de 'énoncé (Exer). [ ]

Examinons le dual topologique de (X*, w(X*, X)).

Théoréme 14.4 Soit (X,0) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff)
et soit X* son dual topologique. Pour chaque x € X fixé soit ®(x)(z*) := x*(x) pour tout x* €
X*. Alors pour chaque x € X fixé ®(x) est une forme K-linéaire w(X*, X)-continue sur X*, i.e.
®(z) € Dual,(x+ x)(X*). De plus l'application ® de X dans Y := Dual,(x~ x)(X™) est linéaire,
bijective et (w(X, X*),w(Y, X*))-bicontinue. Cette application ® permet donc d’identifier le dual
topologique de (X*,w(X*, X)) a X, i.e. D(x) =z et

(X*, w(X™, X))* = Dualy(x+ x)(X*) = X |

De plus,

(®(z), 2"y x+ = (", ) x* x |

Démonstration. A chaque u € X associons la semi-norme ¢, sur X* définie par ¢, (z*) := |z*(u)|
pour tout z* € X* et a chaque u* € X* associons la semi-norme p,+ sur X définie par p,-(x) :=
|u*(x)| pour tout z € X. Pour chaque x € X fixé la fonction ®(x) : X* — K est évidemment
K-linéaire (Exer) et nous avons |®(z)(z*)| = |z*(z)] = 1 - ¢.(z*) pour tout z* € X*, et donc la
forme K-linéaire ®(r) est w(X™*, X)-continue, i.e. ®(x) € Y := Dual,(x+ x)(X*) et ® définit une
application de X dans Y := Dual,,(x~ x)(X*). On vérifie facilement (Exer) que cette application
® est K-linéaire.

A chaque u* € X* associons maintenant la semi-norme p,= sur Y := Dual,, x« x)(X *) définie
par

pu(h) := [h(u®)| pour tout h € Y := Dual,,(x+ x)(X™).

On observe que pour chaque u* € X* on a
pur (D(2)) = [®(2)(u)] = |u*(2)] = 1+ pue(x) pour tout z € X, (14.1)

et donc l'application linéaire ® : X — Y := Dual,,(x= x)(X™) est (w(X, X*),w(Y, X*))-continue.

Montrons que ® : X — Y := Dual,,(x+ x)(X™) est surjective. Fixons h € Y := Dual,,(x+ x)(X™)
quelconque, i.e. h: X* — K est K-linéaire et w(X*, X)-continue. D’aprés la caractérisation d’ap-
plications linéaires continues entre des espaces localement convexes définis par des semi-normes, il
existe un réel v > 0, un entier n > 1 et des éléments uq, - ,u, € X tels que

[h(z")] < v max py,(27) =~ max |®(ug)(z")| pour tout z* € X7,
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n
ce qui assure que [)Ker®(ug) C Kerh. Le lemme ci-dessous nous dit qu’il existe des scalaires
k=l
AL, An € Ktels que h = A ®(up) + -+ - + A ®(uy,), ce qui signifie que h = ®(Ajug + -+ -+ Apun).
Ceci nous assure la surjectivité de ® et donc 'application linéaire ® est bijective.
En utilisant la suite des égalités (14.1) on montre (Exer) sans difficulté que 1'application réci-
proque de @ est (w(Y, X*),w(X, X*))-continue. D’ou la bicontinuité de ®.
Enfin d’aprés la définition de ® on a

(@(2),2%)y,x+ = ®(z)(z") = 2" (z) = (2", ¥)x+ x.

La démonstration est terminée. [ |

Le lemme algébrique important ci-dessous utilisé dans la démonstration de la proposition
précédente intervient dans bon nombre d’autres résultats d’algébre et d’analyse.

Lemme 14.5 Soient ¢, 1, -+ ,om : X = K un nombre fini (ici m+1) de formes K-linéaires sur
m

un K-espace vectoriel X telles que [ Ker gy C Ker . Alors il existe des scalaires Ay, , Ay, € K
k=1

tels que

’90:)\1()01+"'+)\m90m‘-

Démonstration. Soit 'application K-linéaire A : X — K™ définie par A(z) := (p1(z), -+, om(z))
pour tout x € X. Si pour deux éléments z,z’ € X nous avons A(z) = A(a2’), alors 'hypothése sur
les noyaux nous assurent que z — z’ € Ker ¢ et donc ¢(z) = p(2’). Par conséquent nous pouvons
définir une fonction

P : A(X) > K enposant ¥(v):=p(z) siv=A(zx).

Cette fonction 1) est évidemment K-linéaire (Exer) sur le K-sous-espace vectoriel A(X) du K-espace
vectoriel de dimension finie K. Un résultat classique d’algébre linéaire nous dit que nous pouvons
prolonger %) en une forme K-linéaire ¢y : K™ — K. La description des formes K-linéaires sur K™
nous fournit des constantes scalaires A\, - , A, € K telles que pour tout y := (y1,- -+ ,ym) € K™
on ait

Yo(y) = Ay1 + - + AmYm,
ce qui entraine pour tout x € X (en prenant y = (Aq(z), -+, Apn(2)))

p(x) = Mp1(z) + -+ + A ().

D’ou le résultat du lemme. [ |
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Chapitre-I1I Quelques résultats de base sur les espaces de Banach

15 Trois théorémes fondamentaux d’analyse fonctionnelle

Ce paragraphe est consacré pour une grande part a établir trois théorémes fondamentaux d’ana-
lyse fonctionnelle : le théoréme de la borne uniforme ou théoréme de Banach-Steinhaus, le théoréme
de I'application ouverte et le théoréme du graphe fermé.

15.1 Théoréme de Baire

Le théoréme suivant intervient dans bon nombre de résultats d’analyse.

Théoréme 15.1 (Théoréme de Baire) Soit (X, d) un espace métrique complet. Les assertions
suivantes ont lieu.

(a) L’intersection () U, d’une suite (ou famille dénombrable) (U, )nen d’ouverts denses de
neN
(X,d) est dense dans (X,d).

(b) Si (Fy)nen est une suite (ou famille dénombrable) de fermés de (X, d) avec intx ( J Fn) # 0,
neN
alors il existe (au moins) un ny € N tel que intx F,, # 0.

(c) Si (Fy)nen est une suite (ou famille dénombrable) de fermés de (X,d) recouvrant X, i.e.

U F. =X, alors il existe (au moins) un ng € N tel que intx Fy,, # 0.
neN

Démonstration. (a) Soit € un ouvert non vide quelconque de X. Par densité de Uy dans X fixons
un point xg € Q N Uy et fixons aussi un réel o > 0 tel que Blxg;ro] C QN Uy (puisque 2 N Uy
est ouvert). De méme, par densité de U; dans X l'ouvert B(zg,r9) N U; est non vide et donc nous
pouvons choisir z1 € B(xzg,79) N Uy et un réel r; avec 0 < r; < 19/2 tels que

B[xl;m] C B(.%'Q;?“o) NU;.

Par récurrence, nous construisons une suite (z,)neny de X et une suite (r,)pen de R telles que
0<rpyr < %rn et

Blzg;rol CQNUy et Blrpit;rnt1] C B(xp;rn) N Upy- (15.1)

Comme d(Zn41,%5) < 570, la suite (2,)nen est de Cauchy dans l'espace complet (X, d) et donc

converge vers un point x € X. Par ailleurs puisque B[x,11;7n+1] C Blzp;rs], pour chaque entier

n € N fixé nous avons x, i € Blx,;ry,] pour tout entier k& € N et donc en faisant k& — oo nous

obtenons = € Blxy;ry]. Ainsi x € () Blzp;rn] € ) Uy. De plus nous avons aussi ¢ € Q car
neN neN

Blzg;ro] C 2, et donc xz € QN < N Un>. La non vacuité de QN < N Un) nous assure que [\ U,
neN neN neN
est dense dans X.

(b) L’assertion (b) est équivalente & (a) car on vérifie aisément que (a) équivaut a l’assertion

suivante : Si (F,)nen est une suite de fermés de X avec intxF,, = () pour tout n € N, alors
thX( U Fn) = 0.

neN
(c) L’assertion (c) découle directement de (b). [ |
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L’importance du résultat ci-dessus a conduit a dire qu'un espace topologique (X, Q) a la pro-
priété de Baire quand la propriété (a) (qui est équivalente a (b)) du théoréme a lieu. Ainsi tout
ouvert (resp. tout fermé) d’un espace métrique complet est un espace topologique de Baire pour
la topologie induite (Exer). On peut aussi montrer (en adaptant la démonstration du théoréme
ci-dessus) que tout espace topologique localement compact a la propriété de Baire (Exer).

15.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Nous rappelons que pour deux K-espaces vectoriels normés (X, | - || x) et (Y, - |ly), la norme
naturelle || - ||z x,y) du K-espace vectoriel £(X,Y’) des applications K-linéaires continues de X
dans Y est définie pour A € L(z,Y) par

[Mlzxy) == sup [[A(@)]y-
Jellx<1

Par la suite on notera en général || - ||z quand il n’y a pas d’ambiguité. On notera aussi By et Ux
les boules fermées et ouvertes respectivement de centre Ox et de rayon 1, i.e.

’BX ::Bx[()x;l] et Uy ::Bx(OX;l)‘.

On écrira aussi B et U quand il n’y a pas d’ambiguité sur X.
Nous rappelons aussi que (L(X,Y), || || z(x,y)) est complet quand I'espace d’arrivée (Y, || -[|) est
complet. (La condition est aussi nécessaire si X n’est pas réduit a zéro.)

Théoréme 15.2 (Théoréme de Banach-Steinhaus ou théoréme de la borne uniforme)
Soient (X, |- || x) un K-espace de Banach et (Y,| - |ly) un K-espace vectoriel normé. Soit (A;)ier
une famille quelconque d’applications K-linéaires continues de X dans Y qui est ponctuelle-

ment bornée, i.e. pour chaque x € X on a sup ||[A;(x)|ly < +o0.
el
Alors il existe un réel constant v > 0 tel que sup ||A;||z < 7, ce qui équivaut &
el

IA(@)|ly <9llzllx pour tousi € I,x € X.

(Ceci revient & dire que la famille des applications (A;);c; est uniformément bornée sur la boule
unité fermée By de X centrée en Ox ).

Démonstration. Pour chaque entier n € N posons F,, ;== ({z € X : ||A;(z)|| < n}. La continuité
iel
des A; entraine que les ensembles F}, sont fermés et I’hypothése de majoration ponctuelle implique

que |J F, = X. Le théoréme de Baire nous dit qu’il existe un ng € N tel que intx Fy,, # () et donc
neN
nous pouvons choisir un point zgp € X et un réel » > 0 tel que zo + rBx C F),, i.e. pour tout 7 €

et tout u € Bx nous avons ||A;(xo + ru)|y < ng, ce qui entraine que 7||A;(u)||y < no + ||Ai(zo)]y-

Par hypotheése, nous avons « := sup ||A;(xo)|]y < oo et donc pour le réel v := (ng + «)/r > 0 nous
icl
déduisons pour chaque i € I que ||[A;(u)|ly <~y pour tout v € Bx et donc ||A;][z < 7. [

Le corollaire suivant est relatif & la convergence simple d’une suite d’applications linéaires conti-
nues.
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Corollaire 15.3 Soient (X, || - ||x) un K-espace de Banach et (Y,| - [|y) un K-espace vectoriel
normé. Soit (Ay)nen une suite d’applications K-linéaires continues de X dans Y qui converge
simplement sur X wvers une application A de X dansY .

Alors A est une application linéaire continue,

sup [|[Ap|lz < +oo et ||A]lz < liminf ||A,| 2.
Démonstration. L’application A est évidemment linéaire et le théoréme de Banach-Steinhaus (dont
les hypothéses sont vérifiées (Exer)) nous dit qu’il existe un réel v > 0 tel que pour chaque z € X
on ait ||An(z)|ly < v||z|x pour tout n € N, et donc en faisant n — oo on obtient ||[A(x)|y < || x.
Ceci nous assure la continuité de I’application linéaire A.
Par ailleurs pour chaque z € Bx fixé, en écrivant ||Ay,(z)|| < ||An||z pour tout n € N on obtient
pour n — oo 'inégalité ||A(z)|| < linni)ioréf |Arllz. Par conséquent [|Allz < linrgiogf | An] c- [

15.3 Théoréme de I’application ouverte

Dans le théoréme de Banach-Steinhaus l’espace normé de départ a été supposé complet. Le
théoréme ci-dessous demande aux deux espaces de départ et d’arrivée d’étre complets. Rappelons
au préalable qu'une application d’un premier espace topologique dans un second est ouverte quand
I'image (directe) de tout ouvert du pemier espace est un ouvert dans le second.

Théoréme 15.4 (Théoréme de I’application ouverte de Banach) Soient (X, || ||x) et (Y, || |lv)
deuxr K-espaces de Banach. Soit A : X — Y une application K-linéaire continue. Alors les trois
assertions suivantes sont équivalentes entre elles.

(a) L’application A est surjective ;

(b) L’application A est ouverte ;

(c) Il existe un réel ¢ > 0 tel que ’ cBy C A(Bx) ‘

Démonstration. (b) < (c). Si l'application A est ouverte, alors A(Ux) est un voisinage de 0y et
donc il existe un réel ¢ > 0 tel que B[0y;c] C A(Ux), ce qui entraine que cBy C A(By).

Supposons maintenant que (c) ait lieu, i.e. ¢By C A(Bx). Considérons un ouvert non vide
quelconque U de X. Pour yo € A(U) quelconque fixé, il existe un z¢ € U tel que yo = A(zp) et il
existe un réel r > 0 tel que zg + rBx C U. Alors on a

yo +reBy C yo +T‘A(Bx) = A(:CO +TB)() - A(U).

Ainsi A(U) est un voisinage de yo et donc A(U) est ouvert dans Y en tant que voisinage de chacun
de ses points. L’équivalence (b) < (c) est donc établie.

(¢) = (a). Pour tout y € Y non nul nous avons my € cBx C A(Bx) et donc il existe un u € By

tel que my = A(u), i.e. y = AL |yllu), dott la surjectivité de A.
(a) = (c). Supposons que l'application linéaire continue A soit surjective. Nous pouvons évidem-
ment supposer que Y n’est pas réduit a zéro. Alors Y = (J (n A(UX)) et donc a fortiori Y =

n>1

U (radhy (A(Ux)) ). Le théoréme de Baire nous dit qu’il existe un no tel que inty (ng adhy (A(Ux)) ) #

n>1

0 et ceci implique que inty (adhy (A(Ux)) ) # 0. Ainsi il existe yo € Y et r > 0 tel que yo+2r Uy C
adhy (A(Ux)). En particulier nous avons yg € adhy (A(Ux)) et par symétrie nous avons également
—1yo € adhy (A(Ux)). Nous en déduisons

2r Uy = (yo + 2r Uy) — yo C adhy (A(Ux)) + adhy (A(Ux)) = 2adhy (A(Ux)),
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la derniére égalité étant due a la convexité de lensemble adhx (A(Bx)). Ceci nous assure que
rUy C adhy (A(Ux)). Ainsi aprés application du lemme ci-dessous, on obtient l’assertion (c) en
choisissant un réel ¢ quelconque vérifiant 0 < ¢ < r.

A A

Dans ce qui précéde seule la complétude de Y a été utilisée. C’est dans le lemme suivant (da
Banach) qu’intervient la complétude de X.

Lemme 15.5 Soient (X, ||-||x) un K-espace de Banach et (Y, || ||y) un K-espace vectoriel normé.
Soient une application linéaire continue A : X — Y et un réel r > 0 tels que rUy C adhy (A(UX)).
Alors rUy € A(Ux).

Démonstration. Fixons v € rUy et choisissons ¢ €]0, 1] tel que |[v||y < (1 —t). Observons que
pour tout k& € N I'’hypothése du lemme entraine 7t*Uy C adhy (A(tkUX)), et donc pour chaque
e > 0 et chaque w € rt*Uy il existe un v € X

lullx <t* et |jw— Ay <e. (15.2)

Pour y := (1 —t)~ v nous avons ||y|ly < r et donc avec k = 0, ¢ = rt et w = y dans (15.2) nous
obtenons u; € X tel que
HU1||X <t et Hy - A(ul)Hy < rt.

De méme en prenant k = 1, ¢ = rt2 et w = y — A(up) dans (15.2) nous obtenons us € X tel que
usllx <* et |ly— Alur) — Alug)|ly < rt’.
On construit donc ainsi par récurrence une suite (uy,),>1 de X telle que
unllx <t" et |ly—Alur +ug+ -+ up)|y <rt™ (15.3)

Pour z,, := u; + ug + - - - + u, la premiére inégalité de (15.3) nous dit que la suite (x,,),>1 est de
Cauchy dans l'espace de Banach X et donc converge vers un x € X. La seconde inégalité de (15.3)
nous assure alors que y = A(z). Evidemment nous avons ||z| x < 15 et donc en posant u := (1—t)x
nous avons |lullx <t <1et A(u) = (1 —t)y =wv. D’ou l'inclusion rUy C A(Ux). [

Le corollaire ci-dessous étudie la bicontinuité d’une application linéaire continue bijective d’un

espace de Banach dans un autre.

Corollaire 15.6 Soient (X, |- |lx) et (Y,| - |ly) deuz K-espaces de Banach et A : X — Y une
application linéaire continue. Si A est bijective, alors lapplication linéaire réciproque A" est
continue.

Démonstration. D’apreés le théoréme précédent, il existe un réel ¢ > 0 tel que ¢By C A(By), i.e.
pour T := A~! nous avons T'(By) C 1By. Ainsi pour tout y € Y nous obtenons | T(y)||x < L(|y|y
et donc l'application linéaire T est continue. |

Nous avons introduit dans le chapitre précédent le concept de somme directe topologique et
nous en avons établi une caractérisation & l'aide des projecteurs associés. Dans le cas d’un espace
de Banach nous avons aussi la caractérisation plus concréte suivante.

Proposition 15.7 Soit (X, || ||) un K-espace de Banach. Supposons que X soit la somme directe
algébrique d’un nombre fini E,--- , Ep, de K-sous-espaces vectoriels de X ,i.e. X = Ey @q1g + -+ +
DalgEm. Alors X est aussi la somme directe topologique de ces espaces, i.e.

X = El @top + 4+ @topEnu

si et seulement si tous les espaces E1,--- , By, sont fermés dans (X, ] ||).
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Démonstration. Supposons que les espaces E1, - - - , E,, soient fermés. Alors chaque E}, est complet
pour la norme induite et donc Eq X --- X E,, est complet. Par ailleurs, I’application linéaire A :
Ey x -+ x E, — X définie par A(z1, -+ ,Zpy) = 1 + -+ + T, est évidemment continue et elle
est bijective d’aprés ’hypothése de somme directe algébrique. Le corollaire précédent implique la
continuité de son application réciproque et donc la somme est une somme directe topologique.
Inversement si la somme est une somme directe topologique, alors 'application linéaire A ci-
dessus est bicontinue et donc il est aisé (Exer) de voir que Fj X --- X E,, est complet car X Dest.
Ainsi les ensembles Fq, -+, E,, sont complets dans X et donc fermés dans X. |

15.4 Théoréme du graphe fermé

Nous savons que le graphe de toute application continue dans un espace topologique séparé est
fermé dans l’espace produit mais que la réciproque est fausse en général. Le théoréme ci-dessous da
a Banach donne un cas particulier ou la réciproque est vraie.

Théoréme 15.8 (Théoréme du graphe fermé ) Soient (X, ||-||x) et (Y,|-|ly) deur K-espaces
de Banach. Alors une application K-linéaire A : X — Y est continue si et seulement si son graphe
gph A est fermé dans X x Y pour la topologie produit associée auzx normes || ||x et || ||y -

Démonstration. Supposons que G := gph A soit fermé dans X x Y. En posant ||(z,9)]o = ||| x +
lly|ly pour tout (z,y) € G, on voit aisément que || ||p est une norme sur G et que (G, || ||o) est un K-
espace de Banach (puisque G est fermé dans X x Y'). Par aillleurs I'application linéaire T': G — X
définie par T'(z,y) := x pour tout (z,y) € G est évidemment (|| ||o, || || x)-continue. On vérifie sans
difficulté que T est bijective avec pour application réciproque l'application linéaire S : X — G
définie par S(z) := (x, A(x)) pour tout z € X. Le corollaire du sous-paragraphe précédent nous dit
que S est continue et donc il existe un réel v > 0 tel que pour tout z € X on ait ||.S(z)|lo < v|z| x-
Ceci entraine en particulier que pour tout € X on a [|[A(z)|ly < v||z|lx, et donc 'application
linéaire A est (|| [|x, || ||v)-continue. [

A l'aide du théoréme du graphe fermé nous pouvons montrer qu'une application linéaire entre
deux espaces de Banach est continue pour les topologies associées aux normes si et seulement si elle
est continue pour les topologies faibles.

Théoréme 15.9 (a) Siune application K-linéaire d’un K-espace localement convexe séparé (Haus-
dorff) (X,0x) dans un K-espace localement convexe séparé (Hausdorff) (Y,Oy) est (Ox,Oy)-
continue, alors elle est (w(X, X™*), w(Y,Y™))-continue.

(b) Une application K-linéaire d’un K-espace de Banach (X, | ||x)) dans un K-espace de Banach
(Y lly) est (|| llx, || [ly)-continue si et seulement si elle est (w(X, X*), w(Y,Y™))-continue.

Démonstration. Soit A : X — Y une application K-linéaire.
(a) Supposons que A soit (Ox, Oy )-continue. Fixons un v* € Y* (dual topologique de (Y, Oy)).
La forme K-linéaire v* o A est Ox-continue et donc aussi w(X, X™*)-continue (car nous savons
qu’une forme K-linéaire sur X est Ox-continue si et seulement si elle est w(X, X*)-continue). Par
conséquent, par caractérisation d’application linéaire continue entre espaces localement convexes, il
existe un réel v > 0 et uj,--- ,u}, € X* tels que

G (A@)) = " (A@))] = |(v" 0 A)(2)] < 7 max pu;(z),
ot pyr(z) := |ug(z)]. Ceci nous dit via le méme théoréme de caractérisation de continuité que
Papplication K-linéaire A est (w(X, X*), w(Y,Y™))-continue.
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(b) L’implication = découle de (a). Supposons que A soit (w(X, X™),w(Y,Y™))-continue. Alors le
graphe de A est fermé dans X x Y pour la topologie produit de w(X, X™*) et w(Y, Y™) car la topologie
w(Y,Y™) est séparée (Hausdorff). Or nous avons vu que par identification cette topologie produit
coincide avec la topologie faible w(X xY, X*xY™). Le graphe de A est donc w(X xY, X* xY™)-fermé
et donc (étant convexe) il est fermé en norme dans X x Y d’aprés le théoréme de Mazur. L’espace
vectoriel X x Y étant complet relativement a I'une (quelconque) des normes produit, le théoréme
du graphe fermé (de Banach) nous dit que 'application K-linéaire A est (|| ||x, || ||y )-continue. Ceci
termine la démonstration. |

16 Espace de Banach et dual topologique

Le dual topologique d’un K-espace normé (X, | ||) sera noté X*, ie. (X,]| [|)* == X*. Sur
X* = L(X,K) la norme canonique rappelée dans le sous-paragraphe 15.2 est en général notée || || x+
ou || ||« et donc par définition pour tout u* € X*

[u*[l« == sup |u*(z)| = sup [(u",z)||
zE€Bx z€Bx

Si K =R, on vérifie sans difficulté (Exer) que l'on a les mémes égalités sans | |, i.e.

||lu*||« = sup u*(z) = sup (u*,z) pour K=R|
xEIBX Z‘E]BX

Pour X # {Ox} on a aussi | ||[u*||« = sup |[u*(z)||, ot Sx := {z € X : ||z| = 1} (noter que I'égalité

TESx
a aussi lieu sans | | quand K = R). En général on dit que la topologie associée a la norme || || de X
(resp. || ||« de X™*) est la topologie forte de X (resp. X™).

La définition ci-dessus entraine trivialement le résultat suivant.

Proposition 16.1 Soit (X, || ||) un K-espace vectoriel normé. Alors la norme duale || ||« est une
fonction x-faiblement sci (i.e. w(X*, X)-sci) et la boule unité fermée Bx~ de X* est x-faiblement
fermée (i.e. w(X*, X)-fermée).

Plusieurs résultats de cette section utiliseront la version analytique suivante du théoréme de
Hahn-Banach dans le cas d’espaces vectoriels complexes.

Théoréme 16.2 Soient Y un K-sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel X etp: X — R un
semi-norme sur X. Soit ¢ : Y — K une forme K-linéaire sur Y vérifiant |o(y)| < p(y) pour tout
yey.

Alors il existe une forme K-linéaire 1 : X — K sur X prolongeant ¢ et telle que |¢(x)| < p(x)
pour tout x € X.

Démonstration. Si K = R alors pour tout y € Y I'hypothése |¢(y)| < p(y) entraine que ¢(y) <
p(y) et donc d’apres le théoréme de Hahn-Banach analytique réel ¢ admet un prolongement R-
linéaire 1) sur X qui est majoré par p sur X (car p est sous-linéaire). Ainsi pour tout x € X on a
b(x) < p(a) ot —(z) = () < p(—x) = p(x) et done —p(x) < B(x) < p(a), i.e. [¥(x)] < p(a).
Supposons maintenant que K = C. Alors Re ¢ est R-linéaire et pour tout y € Y on a [Re p(y)| <
p(y) car |Rep(y)| < |p(y)|. D’aprés le cas précédent, on peut prolonger Rey en une forme R-
linéaire g sur X qui vérifie |[¢o(z)| < p(x) pour tout x € X. La fonction ¢ : X — C définie par
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P(x) = Yo(x) — ihg(iz) est une forme C-linéaire. De plus pour € X en notant 6 argument de
P(x) on a | | | |
W(2)| = e Pp(x) = (e Px) = Pole x) — iy (ie "),

ce qui implique que |1 (x)| = o(e~?z) (car |¢(z)| € R) et donc

()] = ho(e "x) < ple”?x) = p(x).
Cecl termine la démonstration. [ |

Une application importante (de la version) du théoréme de Hahn-Banach ci-dessus est le résultat
suivant.

Proposition 16.3 Soit Y un K-sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel normé (X, | -||) et
v Y — K une forme K-linéaire continue sur Y par rapport & la norme induite. Alors on peut
prolonger ¢ en une forme K-linéaire 1) : X — K continue sur X et telle que ||| x> = |||y

Démonstration. Observons que pour tout y € Y nous avons |p(y)| < |[¢|ly+ - |y|]ly. Ainsi en
utilisant la semi-norme p définie par p(z) := ||¢||y+ - ||z||x dans le théoréme ci-dessus, nous obtenons
un prolongement K-linéaire ¢ : X — K tel que |[¢(x)| < ||¢|ly+ - ||z]|x et donc ||¥]|x+ < |||y, ce
qui permet d’écrire (puisque By C Bx)

9]l x+= < llelly= = sup |o(y)| < sup [¢(z)] = [ x-.
yGBy IEBX
Par conséquent ||¢||x+ = ||¢|y+ et la démonstration est terminée. [

La proposition suivante est une conséquence de la proposition ci-dessus. Elle exprime la norme
initiale de X a partir des éléments de Bx+ ou Sx» := {z* € X*: ||a*|. = 1}.

Proposition 16.4 Soit (X, || ||) un K-espace vectoriel normé. Alors pour tout w € X non nul il

existe un x5 € X* avec ||zf]l« =1 et (zf,u) = ||u|| et donc en particulier
lull = max |z*(u)] = max [¢"(u)] = max |[(z"w)[= sup [(@"u)[|
T*ES x* r*EB x z*EB x* " EBxx

Si K =R, nous avons aussi les mémes égalités sans | |, i.e.

lul| = max z*(u) = max 2*(u) = max (z*,u) = sup (z*,u) pour K=R]|
T*ESx* z*EB X+ T*EBx* z*EB X+

Démonstration. Pour Y := Ku la fonction ¢ : Ku — K avec ¢(Au) = A|u|| pour tout A € K est
une forme K-linéaire (Exer) sur Y qui vérifie |o(Au)| = |A| ||u|| = [|[Aul], i.e. |¢(y)| = ||y|| pour tout
y € Y. Cette forme K-linéaire ¢ : Y — K est donc continue sur Y et ||¢|ly« = 1. La proposition
ci-dessus nous permet de prolonger ¢ en une forme K-linéaire ¢ : X — K continue sur X avec
l¥|lx+ = [|¥]ly= = 1. De plus, nous avons 1(u) = ¢(u) = ||u|| par définition de ¢. Il suffit donc de
choisir zf; = 1. Par ailleurs la formule exprimant la norme de u est une conséquence directe de ce
qui précéde.

Le cas K = R est laissé comme exercice. |

Moyennant la proposition 16.4, nous pouvons comparer pour un espace normé les concepts
d’ensembles || ||-bornés et w(X, X*)-bornés.
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Proposition 16.5 Soit (X, | ||) un K-espace vectoriel normé. Les assertions suivantes ont lieu.
(a) Un sous-ensemble de X est || ||-borné si et seulement s’il est w(X, X™*)-borné.
(b) Un sous-ensemble de X* est || ||«-borné si et seulement s’il est w(X™*, X)-borné.

Démonstration. Comme les topologies w(X, X*) et w(X™*, X) sont contenues dans les topologies
associées aux normes || || et || ||« respectivement, les implications = sont évidentes.

(a) Fixons un ensemble w(X, X*)-borné A C X et pour chaque u € A considérons la forme K-
linéaire ¢, : X* — K définie par ¢, (z*) := 2*(u). Comme A est w(X, X*)-borné, pour chaque

x* € X* nous avons sup]cpu( I = sup\(x u)| < 4o00. L’espace (X*,| |«) étant complet, le
ucA
théoréme de Banach-Steinhaus nous dlt qu il existe une constante réelle v > 0 tel que pour tout

u € A on ait [[pyl|z(x+x) < 7. Ceci combiné avec la derniére proposition ci-dessus entraine que
pour tout u € A

lull = sup [z, u)| = sup |pu(@™)] = leullcix-x) <7,
T*EB x* T*EB X+
et donc l’ensemble A est || [|-borné dans X.
(b) Soit A C X™* un ensemble w(X™*, X)-borné. Quitte a remplacer (X, ||||) par son complété (Exer)
nous pouvons supposer que (X, || ||) est complet. Comme pour chaque z € X nous avons par
hypothése sup |[(u*,z)| < +oo, le théoréme de Banach-Steinhaus & nouveau nous fournit un réel
u*€A

7 > 0 tel que pour tout u* € A on ait ||u*|l« = ||u*||z(x k) < 7. Ceci nous dit que A est || |[.-borné
dans X™* et termine la démonstration. |

Notre prochain objectif est de caractériser les sous-ensembles w(X™*, X)-compacts de l'espace
dual topologique X* d’un espace de Banach.

Une forme K-linéaire sur X étant avant tout une fonction de X dans K nous avons
X" cKX]
w(X*,X)

Par ailleurs, pour les suites généralisées de X™* nous savons que x;‘ ——5 x* si et seulement si
jeJ

pour chaque z € X nous avons () — x*(x). Nous en déduisons que la topologie
je

’w(X *, X) coincide avec la topologie induite sur X™* par la topologie de la convergence simple ‘

ou topologie produit de KX.

Lemme 16.6 Soit (X, Q) un K-espace vectoriel localement convexe séparé (Hausdorff) et X*
son dual topologique. Alors un sous-ensemble de X* est w(X*, X )-compact dans X* si et seulement
s’il est w(X*, X)-borné dans X* et fermé dans KX pour la topologie produit.

Démonstration. Soit A C X* un ensemble w(X*, X)-compact. D’une part, A est w(X™*, X)-borné
car tout compact d’'un espace vectoriel topologique est borné dans cet espace. D’autre part, A est
compact dans l’espace séparé (Hausdorff) KX car w(X*, X) est la topologie induite par la topologie
produit, et donc A est fermé dans KX .

Supposons maintenant que A C X* soit w(X*, X)-borné dans X* et fermé dans KX pour la
topologie produit. L’hypothése que A est w(X*, X)-borné se traduit par I'existence, pour chaque
u € X, d'un réel r, > 0 tel que pour tout z* € A on ait |z*(u)| = gu(z*) < 7y, i.e. Pensemble
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{2*(u) : * € A} est borné dans K. Comme de plus A est par hypothése fermé dans KX pour
la topologie produit, d’aprés le théoréme de caractérisation de compacité dans un espace produit,
I'ensemble A est compact dans KX pour la topologie produit. Comme A C X*, nous concluons
donc que A est compact dans X* pour la topologie induite par la topologie produit de KX, i.e. A
est w(X*, X)-compact dans X*. [ |

Nous savons qu’un ensemble de K" est d’adhérence compacte si et seulement s’il est borné dans
K™. Ce qui précéde nous permet d’établir le résultat similaire suivant pour la topologie *-faible du
dual d’un espace de Banach.

Théoréme 16.7 (Théoréme caractérisant la compacité x-faible ou théoréme de Banach-
Alaoglu-Bourbaki) Soit (X, || ||) un K-espace vectoriel normé et A C X* un sous-ensemble
de X*. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes entre elles.

(a) L’ensemble A est x-faiblement compact dans X* (i.e. w(X*, X)-compact) ;

(b) L’ensemble A est x-faiblement fermé et x-faiblement borné dans X* ;

(c) L’ensemble A est x-faiblement fermé et || ||.-borné dans X*.

En particulier la boule unité fermée By« de X* est x-faiblement compact.

Démonstration. L’équivalence (b) < (¢) a lieu car un ensemble est w(X™*, X)-borné dans X* si
et seulement s’il est || ||.-borné (voir la proposition 16.5). D’autre part, (a) = (b) car tout compact
d’un espace vectoriel topologique séparé (Hausdorff) est borné et fermé dans cet espace.

Il reste & montrer (¢) = (a) et pour cela d’aprés le lemme ci-dessus il suffit de vérifier que A
est fermé dans KX. Comme A est || ||«-borné par hypothése, il existe un réel v > 0 tel que pour
tout u* € A on ait [[u*|[, < v ce qui équivaut a [(u*,z)| < v||lz|| pour tout z € X. Soit (u});es
une suite généralisée de A convergeant dans KX vers un élément f € KX. Il s’agit de montrer que
f € A. Pour chaque x € X par propriété de topologie produit nous avons uj(w) je—J> f(z). Ceci nous

assure d’une part que la fonction f: X — K est K-linéaire (Exer) et d’autre part que pour chaque

z € X fixé en passant & la limite sur j € J dans |u}(z)| < 7[|z| nous obtenons |f(x)| < 7||z[. Par

conséquent la fonction K-linéaire f est || |-continue et donc f € X*. Ainsi écrire uj(x) — f(x)
JjE

revient a écrire (uj, ) JE—J> (f,x) et donc la suite généralisée (u})jes w(X™, X)-converge vers f

dans X*. Comme A est par hypothése w(X, X*)-fermé nous obtenons que f € A. D’ou I'implication
(c) = (a).

Enfin nous avons déja mentionné que Bx- = {z* € X* : ||[z*||« < 1} est w(X™*, X)-fermé a cause
de la w(X™*, X)-semi-continuité inférieure de la norme || ||« (voir la proposition 16.1), et donc on
peut appliquer (¢) pour obtenir la w(X*, X)-compacité de Bx+. |

Remarque. Attention, le théoréme ci-dessus n’a pas lieu pour la topologie faible w(X, X*)
de X. N

17 Espace de Banach réflexif

Soit (X, || ||) un K-espace vectoriel normé et O) la topologie associée & la norme || |. On
notera (X, || [|)* (resp. Dualiop (X, | [1))) au lieu de (X, Oy ))* (resp. Dualiop(X, Oy ), i-e. pour X*
désignant le dual topologique de (X, O ) on a

X := Dualiop (X, || [[) = (X, [ [)*".
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Evidemment si || ||" est une autre norme équivalente a || || on a (X,| ||)* = (X,| ||')* car
Oy =0y

Sur X* nous pouvons considérer la topologie x-faible w(X*, X'). Nous avons vu dans le chapitre
précédent que le dual topologique de (X™*, w(X™*, X)) s’identifie & X, i.e.

Dualgop (X ™, w(X™, X)) = (X*, w(X*, X))" = X,

via la bijection ® : X — Dualop(X™*, w(X*, X)) avec ’ O(z)(u*) = u*(x) ‘, ie. ’Q)(x) =z ‘

Nous savons que 'on peut aussi munir X* de la norme (canonique) duale || ||« de la norme || ||,

définie par [|z*|. := sup |z*(u)|. En notant Oy, la topologie associée a la norme || ||., on peut
u€EB x
considérer le dual topologique de (X*, || ||«), i.e.

Dualiop (X7, || [l) = (X7, [ [l)" = 2.

Pour chaque u € X on peut considérer ’application

’J(u) : X* — K définie par J(u)(z*) := z*(u) pour tout z* € X* |

Evidemment J(u) est K-linéaire et
[J(u) (@) = [ ()] < 2|« - ull = fJull - lz%][«  pour tout 2™ € X,

et donc la forme K-linéaire J(u) est || ||«-continue sur X*, i.e. J(u) € (X*, || |«)* =: Z. Nous avons

ainsi défini une application
J: X = Z := Dualiop(X™, || [|+)

et cette application est évidemment K-linéaire. De plus, en munissant Z de la norme || ||z (norme

duale de || ||«), donnée par |||z := sup |((z*)| pour tout ¢ € Z, nous avons
CL’*E]Bx*
[T (u)llz = sup [J(u)(@")| = sup |27 (u)| = |lull, (17.1)
z*EB x z*EB x

la derniére égalité découlant de la proposition 16.4. Par conséquent 1'application

’J (XL D) — (Zo|l |lz)  est linéaire, injective et conserve les normes ‘

En général cette application J n’est pas surjective (voir le cas plus loin de ¢y(N)) et donc en
général on ne peut pas identifier via J I'espace (X*, || |[«)* & X. On note donc (X*)* ou simplement
X** le dual topologique de (X*, || ||«), i-e.

Dualsop (X [| [l+) = (X, [| [l5)" =: X™ .

On dit que X** := (X*,|| ||+)* est le bidual topologique de (X, || ||) et que J est ’injection
naturelle ou canonique de X dans X**. Notons que l'égalité J(u)(x*) = 2*(u) définissant J(u)
peut étre reécrite sous la forme

(J(w), ") xo x+ = (", u)x+ x ou J(u)=(-,u)x~x avec J(u) € X |
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Un élément générique de X** sera en général notée z** (élément non lié a z* élément générique
de X* ni & z élément générique de X). La norme ci-dessus de Z := X** sera notée || || x=+ ou || ||«x,
ie.

2" |4 := sup |z™(u*)|= sup [(z™,u")x+ x| pour tout z** € X |
u*EB x* u*EB x*

De méme By« désignera la boule unité fermée (par rapport a la norme || ||.«) de X** centrée en

Ox-=ie. |Bxes i= Bxe-[0x++;1]|

Par ailleurs, en écrivant X** au lieu de Z dans (17.1) nous obtenons que 1'égalité

17 () [+ = [|u]|  pour tout u € X | (17.2)

a toujours lieu. De méme ont toujours lieu (Exer) les inclusions

w(X*,X) C w(X*,X**) C OH I+ |

Observons également que pour tout u* € X™* nous avons toujours

i.e.

’qu*(J(u)) = pu+(u) pour tout u € X ‘ (17.3)

L’application J n’étant pas surjective, on considére parfois I’application linéaire Jy : X — J(X),
définie par Jo(x) := J(z) pour tout x € X, qui est bijective. De plus si I'on désigne par || || yx)
(resp. w) la norme (resp. la topologie) induite sur J(X) par || ||« (resp. w(X**, X*)), alors (17.2)
(resp. (17.3)) nous dit que l'application linéaire Jy est une isométrie surjective de (X, || ||) sur
(J(X), [l ll.7¢x)) (resp. un homéomorphisme de (X, w(X, X*)) sur (J(X),w)).

Remarquons maintenant que si 'application J ci-dessus est surjective, nécessairement 1’espace
(X, ]| ||) est complet puisque J est dans ce cas une isométrie bijective de (X, | ||) sur le dual
topologique de (X*, || ||«) et que le dual topologique de tout K-espace vectoriel normé est complet
pour sa norme canonique. Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 17.1 On dit qu'un K-espace de Banach (X,|| ||) est réflexif quand [’application J
ci-dessus (qui dépend de X et || ||) est surjective, ce qui revient & dire que I’'injection canonique
ou naturelle J : X — X** est une isométrie linéaire surjective. Dans ce cas on peut identifier
X a X via J, i.e.

’J(:c) =z et X=X ) =X quand (X, ||) est réﬂerif‘. [ |

Ainsi nous pouvons observer tout de suite que 'application linéaire J est surjective si et seule-
ment si J(Byx) = Bx««.

Remarque. Il est important de mentionner que la définition de réflexivité requiert la surjectivité de
P’injection naturelle qui dans ce cas devient une isométrie linéaire surjective. Elle ne correspond
pas a l'existence d’une isométrie linéaire surjective (quelconque) de X sur X**. En effet il existe des
espaces de Banach (de dimension infinie) (X, || ||) qui ne sont pas réflexifs mais pour lesquels il
existe une isométrie linéaire surjective A de (X, || ||) sur (X**, || |lx)- u
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Exemple. Tout espace de Hilbert est réflexif. En effet le théoréme de Riesz nous assure que, pour
un espace de Hilbert, I'injection canonique ci-dessus est une isométrie linéaire bijective. Plusieurs
autres exemples apparaitront plus loin. |

Soient || ||1 et || ||2 deux normes équivalentes sur un K-espace vectoriel X. On vérifie sans
difficulté (Exer) que leurs normes duales || ||1« et || ||2,« sont aussi équivalentes sur X* et donc
(X ,)* = (X*, || []2,4)*. Par conséquent l'espace (X, || ||1) est réflexif si et seulement si (X, || [|2)
est réflexif. Parfois on dira donc simplement que X est réflexif pour exprimer que (X, || ||) est réflexif.

Si J est surjective, alors J coincide avec Jy ci-dessus et donc J est une isométrie bijective de
(X, ]| ]]) sur (X*, || ||l+«) et un homéomorphisme de (X, w(X, X*)) sur (X**, w(X**, X*)). De plus,
comme Bx++ est w(X**, X*)-compact d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, il s’ensuit
que lensemble By = J 1(Bx«) est w(X, X*)-compact comme I'image du w(X**, X*)-compact
By« par Papplication (w(X**, X*),w(X, X*))-continue J .

Nous avons donc établi la proposition suivante.

Proposition 17.2 Si un K-espace de Banach (X, ||||) est réflexif, alors linjection naturelle (li-
néaire) J : X — X** est une isométrie bijective de (X, | ||) sur (X*, | |«) et aussi un
homéomorphisme de (X, w(X, X*)) sur (X** w(X*, X*)).

De plus la boule unité fermée Bx est faiblement compacte dans X, i.e. w(X, X*)-compacte. B

Les deux premiéres propriétés de la proposition évidemment caractérisent la réflexivité de
(X, ] ||) car elles impliquent trivialement la surjectivité de J. Notre tache est maintenant de mon-
trer que la propriété de compacité faible de By caractérise également (i.e. entraine) la réflexivité
de (X, ||). Pour cela montrons d’abord le théoréme suivant dit & Goldstine. Pour bien saisir la
portée de ce théoréme, il faut noter que J(By) est toujours || |..-fermé dans X** (Exer) car
J(Bx) est || ||«x-complet puisque Bx est || ||-complet et J conserve les normes. Noter que les mémes
arguments impliquent que J(X) est toujours || ||..-fermé également dans X**.

Théoréme 17.3 (Théoréme de Goldstine) Pour l'injection naturelle J ci-dessus, ’ensemble
J(Bx) est toujours w(X**, X*)-dense dans Bx+-. De méme J(X) est toujours w(X**, X*)-dense
dans X**.

Démonstration. Comme Bx+« est w(X**, X*)-fermé (voir la proposition 16.1), nous avons C' :=
adhy,(x«+ x=)J(Bx) C Bx+. Supposons qu'il existe un a** € Bx« \ C. Le second théoréme de
séparation de Hahn-Banach nous fournit une forme K-linéaire w(X**, X*)-continue ¢ : X** —
K (ie. p € (X* w(X*, X*))"), un réel o et un réel € > 0 tels que C C {Rep < a — ¢} et
Rep(a**) > a + e. La bijection ® de (X** w(X*™*, X*))* sur X* (voir le dernier paragraphe du
chapitre précédent) nous dit qu’il existe un a* € X* (et un seul) tel que p(z**) = z**(a*) pour
tout ** € X**. Il en résulte que Rea™(a*) > a+ ¢ et Rea*(xz) = Re J(z)(a*) < a — € pour tout
x € Bx. Ainsi pour chaque z € Bx en posant 6 := arg(a*(x)) nous obtenons

la*(x)| = Re (e*wa*(:c)> = Re (a*(e*wx)> <a-—e.
Ceci nous assure que ||a*||« < a — ¢, ce qui implique
[a™(a®)] < [la™ [l - la” ][« < (= €)[[a™[| < a —e,

la derniére inégalité résultant de linclusion a** € Bx«~. L’inégalité |a*™*(a*)| < o — & évidemment
contredit 'autre inégalité Rea™ (a*) > a+¢. D’ou la w(X™**, X*)-densité de J(Bx) dans Bx««. La
démonstration est donc terminée car le cas de J(X) résulte aisément (Exer) du cas de J(Bx). B
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Nous pouvons maintenant démontrer ’important théoréme suivant de caractérisation de
la réflexivité.

Théoréme 17.4 Soit un K-espace de Banach (X, || ||). Les assertions suivantes sont équivalentes
entre elles.

(a) Lespace (X, || ||) est réflexif;

(b) La boule unité fermée Bx est faiblement compacte, i.e. w(X, X™*)-compacte ;

(c) Tout ensemble conveze fermé borné de (X, || ||) est faiblement compact dans X ;

(d) La w(X, X*)-adhérence de tout ensemble borné de (X, || ||) est faiblement compacte dans X .

Démonstration. L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 17.2.

(b) & (¢) & (d). Exercice.

(b) = (a). Supposons que la boule unité By soit w(X, X*)-compacte et considérons I'application
linéaire Jy : X — J(X) définie par Jo(z) := J(x) pour tout € X. Nous avons vu que Jy est un
homéomorphisme de (X, w(X, X*)) dans J(X) muni de la topologie induite par w(X**, X*) et donc
I'ensemble J(Bx) = Jo(Bx) est compact dans J(X) pour cette topologie induite. Ceci nous assure
que J(Bx) est w(X™**, X*)-compact dans X** et donc en particulier w(X**, X*)-fermé dans X*. Il
découle alors de ceci et du théoréme de 17.3 que J(Bx) = Bx««. D’ou la réflexivité de (X, || ||) et la
fin de la démonstration. |

Ce théoréme est a la base de plusieurs résultats. Le premier est relatif a la réflexivité des sous-
espaces vectoriels fermés. Considérons au préalable un K-sous-espace vectoriel Y d’un K-espace
vectoriel normé (X, || ||) muni de la norme induite notée || ||y. Pour chaque v* € Y* fixé, d’aprés
une conséquence du théoréme de Hahn-Banach (voir la proposition 16.3), il existe un u* € X™* dont
v* est la restriction a Y. Par conséquent la semi-norme |(v*, - )y« y| de Y est la restriction sur Y
de la semi-norme |(u*, - ) x+ x| de X. Ainsi la topologie faible de Y coincide la topologie induite sur
Y par la topologie faible de X, i.e.

’ w(Y,Y™) est la topologie induite sur Y par w(X, X*) si Y s.e.v. de X ‘

Corollaire 17.5 Tout sous-espace vectoriel fermé Y d’un K-espace de Banach réflexif (X, || ||) est
un espace de Banach réflexif pour la norme induite.

Démonstration. L’ensemble Y étant convexe et || ||-fermé dans X par hypotheése, il est w(X, X*)-
fermé dans X d’aprés le théoréme de Mazur. Ainsi la boule Bx étant w(X, X*)-compacte d’aprés le
théroréme 17.4 de caractérisation de la réflexivité, 'ensemble By = Bx NY est w(X, X*)-compact
dans X en tant que fermé contenu dans un compact. Comme w(Y,Y™) est la topologie induite sur
Y par w(X, X*) (voir ci-dessus) et comme By C Y, 'ensemble By est w(Y,Y™)-compact dans Y.
Le méme théoréme 17.4 entraine que Y muni de la norme induite est un espace de Banach réflexif.

|

Le second résultat traite de la réflexivité du produit cartésien d’un nombre fini d’espaces réflexifs.
Soient (X1, || [[1),--+ s (Xm, || |lm) un nombre fini de K-espaces normés et soit X := X3 x -+ x X,
le K-espace vectoriel produit cartésien muni de la norme produit ||z| :=  max |xk||x pour x =

SRSM

(x1, - ,om) € X. Notons 7 la topologie produit sur X des topologies w(X1, X7), -+, w(Xm, X};,).
Notons aussi 7 : X — X} l'application K-linéaire qui & x = (x1,- - ,2y,) fait correspondre zy.
Soit & : X7 x -+ x X — X* la bijection linéaire (du dernier paragraphe du chapitre précédent)
définie par ®(z7,--- ,x,) = x] om + --- + x}, 0 Ty, Pour chaque uj € X} fixé en posant u* :=
q)(OXf’ - up, - ,0xx) € X* nous avons pour tout x € X

Pug (mk(2)) = |ug (71 (2)) | = [ug(zp)] = 1+ pur(2),
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ce qui implique que l'application K-linéaire m, : X — X} est (w(X, X™), w(Xy, X}))-continue.

Par suite l'application x — (m1(z), -+, mm(x)) est (w(X, X*), 7)-continue, i.e. application Idx est
(w(X, X*), T)-continue.

D’autre part, pour chaque u* € X* en choisissant (uf,--- ,u’,) € X7 x--- x X7 tel que (par la
bijection ®) on ait u* = ®(uj,--- ,w},) on voit que pour tout z € X on a

N — of* — of* * < . N .
pur (1 (@) = " (@)] = fui (1) + -+ uy (@) <m0 max pu; ()

Comme z — 1r<r}€a<x Dur () est 'une des semi-normes engendrant la topologie 7, produit des topo-
m

logies w(X}, X}), la derniére inégalité ci-desssus (vraie pour tout € X') nous assure que Idy est
(1, w(X, X*))-continue. Nous concluons donc que

’w(X, X™) coincide avec le produit des topologies w(X1, X7), -+, w(Xm, X)) ‘

Ainsi la topologie faible d’un produit fini de K-espaces normés coincide la topologie
produit des topologies faibles.

Corollaire 17.6 Le produit d’un nombre fini de K-espaces de Banach réfiexifs est un K-espace de
Banach réflexif (pour l'une quelconque des normes produit).

Démonstration. Soient (X1, || [[1), -, (Xm, || ||m) un nombre fini de K-espaces de Banach réflexifs

et soit X = X; x --- x X, le K-espace vectoriel produit cartésien muni de la norme produit

||| = max |zl pour = := (z1,--+ ,xm) € X. Alors Bx = Bx, x --- x Bx,, et donc Bx est
SKSmM

compact dans X pour la topologie produit des topologies w(Xy, X;), car chaque Bx, est w(Xy, X})-
compact dans Xy d’aprés le théoréme de caractérisation 17.4 de la réflexivité. Nous déduisons de
ceci et de analyse précédant le corollaire que By est w(X, X*)-compact, ce qui a travers le méme
théoréme de caractérisation de la réflexivité entraine que (X, || ||) est réflexif. [

Considérons maintenant le cas d’espaces isomorphes.

Corollaire 17.7 Soient (X, | ||x) et (Y, || |ly) deuz K-espaces de Banach. Supposons que (X, || ||x)
soit réflexif et qu’il existe un isomorphisme, i.e. une application K-linéaire bijective et bicontinue,
de (X, || ||x) sur (Y, || |ly). Alors Uespace (Y, || ||y) est réflexif.

Démonstration. Notons A I'isomorphisme de (X, | ||x) sur (Y, | ||y). Par continuité de A=t il
existe un réel a > 0 tel que ||z]|x < af|A(z)||y pour tout € X, ce qui implique By C aA(Bx). Nous
savons que la (|| ||x, || |ly)-continuité de A assure sa (w(X, X*), w(Y, Y™))-continuité (car les espaces
X et Y sont de Banach), donc A(Bx) est w(Y,Y™)-compact (car By est w(X, X*)-compact). Ainsi
By est w(Y,Y™)-compact en tant qu’'ensemble w(Y,Y™)-fermé contenu dans le w(Y,Y™)-compact
aA(By). Dot la réflexivité de (Y, || ||y) d’apres le théoréme 17.4 de caractérisation de la réflexivité.
|

Le quatriéme corollaire étudie la réflexivité de I'espace dual.

Corollaire 17.8 Soit (X,|| ||) un K-espace de Banach. Les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes entre elles.

(a) Lespace (X, | ||) est réflexif;

(b) Les topologies w(X*, X) et w(X*, X**) coincident;

(c) L’espace (X*,|| |l«) (dual topologique de (X, || ||)) est réflexif.
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Démonstration. (a) = (b). Supposons que (X, || ||) soit réflexif. Alors l'injection naturelle J :
X — X™ est par définition surjective. Ainsi pour chaque u** € X** il existe un u € X tel que
u™* = J(u) donc en particulier |u**(z*)| = |z*(u)| pour tout z* € X*. Ainsi chaque semi-norme
|(u**, - ) x== x+| engendrant la topologie w(X™*, X**) est I'une des semi-normes (ici |-, u)x~ x|) qui
engendrent la topologie w(X™*, X), et donc w(X*, X**) C w(X*, X). En fait il y a égalité, puisque
I'inclusion inverse a toujours lieu. D’ou (b).

(b) = (¢). Comme 'ensemble By~ est w(X™, X)-compact d’aprés le théoréeme de Banach-Alaoglu-
Bourbaki, '’hypothése (b) nous assure qu’il est w(X*, X**)-compact. Il résulte alors de ceci et du
théoréeme 17.4 de caractérisation de la réflexivité que (X*, || ||«) est réflexif.

(¢) = (a). Supposons maintenant que (X*,|| [|«) soit réflexif. Les implications (a) = (b) = (c)
nous assurent que (X**, || ||«) is réflexif. Comme J(X) est (toujours) || ||.«-fermé dans X** (voir le
commentaire juste avant la proposition 17.3), alors muni de la norme induite par || ||« le K-espace
vectoriel J(X) est réflexif en tant que sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif
(voir le corollaire 17.5). L’application Jy : X — J(X) définie par Jy(x) := J(z) pour tout z € X
étant un isomorphisme de (X, || ||) sur J(X) muni de la norme induite par || ||.«, le corollaire 17.7
entraine que (X, || ||) est réflexif. |

18 Séparabilité d’un espace de Banach

Comparons tout d’abord la séparabilité d’'un espace normé et plus gnéralement d’un espace
localement convexe avec la séparabilité pour la topologie faible.

Proposition 18.1 Un K -espace vectoriel localement convexe séparé (X, Q) est faiblement séparable
(i.e. w(X, X*)-séparable) si et seulement s’il est O-séparable.

Démonstration. Si X est O-séparable, alors il est trivialement w(X, X*)-séparable car la to-
pologie w(X, X*) est incluse dans la topologie O. Supposons inversement que X soit w(X, X*)-
séparable et soit (ug)ken une suite w(X, X*)-dense dans X. Pour E := Vect{uy : k € N} on a
donc adhy,x x«)E = X. Ainsi, F étant convexe en tant qu’espace vectoriel, le théoréeme de Mazur
nous assure que X = adhpFE. Cette derniére égalité nous permet de voir (Exer) que I’ensemble

m
dénombrabe { ) qrui : m € N, g, € D} est || ||-dense dans X, ot D =Qsi K=Ret D = Q +:Q
k=0
si K= C. D’ou la O-séparabilité de X. |
Le prochain résultat établit que la séparabilité du dual topologique entraine celle de I'espace de

Banach initial. Sa démonstration utilise le lemme topologique général suivant.

Lemme 18.2 Si un espace métrique (X, d) est séparable, alors tout sous-ensemble de X est sé-
parable pour la distance induite.

Démonstration. Soit Y un sous-ensemble non vide de X et soit (x,)nen une suite de X dont
I'ensemble des points est dense dans X. Soit J := {(n, k) € N? : B(xy; %—H) NY # 0}. Pour chaque
(n,k) € J choisissons un y,, € B(xp; k%rl) NY. On vérifie sans difficulté (Exer) que ’ensemble
dénombrable {y,  : (n,k) € J} est dense dans Y pour la distance induite. [

Rappelons que la sphére unité d'un espace normé (X, || [|) est notée Sx ou §) |, i.e.

Sx :={zeX: z] =1}
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Proposition 18.3 Soit (X, | ||) un K-espace vectoriel normé tel que (X*, || ||«) soit séparable. Alors
(X, ]]l) est séparable.

Démonstration. Nous pouvons évidement supposer que X n’est pas réduit a zéro. D’apreés le lemme
précédent la sphére unité Sy« est || ||«-séparable et donc nous pouvons fixer une suite () )pen de Sx+

qui est || ||«-dense dans Sx-. Pour chaque n € N, puisque 1 = ||} ||« = sup |u}(z)|, nous pouvons
TESX

choisir x,, € Sx tel que |u}(zy)] > 1/2. Soit D :=Q if K=R et D := Q+iQ if K = C et soit
m

E:={) gjzj: meN, g; € D}. Il est facile (Exer) de voir que I’ensemble E est dénombrable et
=0

que son adhérence adhy E' est un K-sous-espace vectoriel fermé de (X, || ||). I suffit donc de montrer
que adhx E = X. Supposons que ce ne soit le cas. Il découle alors du théoréme de séparation de
Hahn-Banach qu’il existe un a* € X* avec ||a*||« = 1 tel que a*(x) = 0 pour tout x € E. Par densité
de la suite (u;,)nen dans Sx« choisissons un k& € N tel que [Juj, — a*||« < 1/4. Alors

1
0= la™(zx)| 2 Ju(za)] = [(ug — ) zx)| 2 Jug(zn)| = llup =0’ 2 5 - 7= 7.
ce qui est absurde. La démonstration est donc terminée. |

La proposition ci-dessus nous dit que

[(X*, | |l) séparable] = [ (X, ]| ||) séparable] |

Par contre I'implication inverse n’a pas lieu, i.e.

[(X, || ||) séparable| # [ (X*, || ||+) séparable] |

On verra, comme contre-exemple dans le prochain paragraphe, que I’espace normé X := Z%R{(N) des
(o] [ee]

suites réelles ¢ : N — R telles que ) |((k)| < 400 muni de la norme ||C||1 := Y |¢(k)| est séparable
k=0 k=0

mais que son dual topologique (X*, || ||«) est isométriquement isomorphe & l’espace non séparable

[ (N) des suites réelles bornées ¢ : N — R muni de norme ||{||oc = sup|¢(k)|.
keN

Toutefois la proposition ci-dessous établit (entre autres) que la séparabilté de (X, || ||) entraine
la séparabilité *-faible de X*.

Proposition 18.4 Soit (X, | ||) un K-espace vectoriel normé séparable non réduit a zéro. Alors
les assertions suivantes ont lieu.

(a) Pour (u)ken désignant une suite || ||-dense dans Sx (resp. dans Bx ) et
=1
At ) = 3 sl — ) )
k=0

la fonction d est une distance sur Bx+ et la topologie associée a d coincide avec la topologie induite
par w(X*, X) sur la boule Bx~ qui est w(X*, X)-compacte.

(b) Par conséquent la boule unité Bx~ du dual topologique est un w(X*, X )-compact métrisable, et
donc Bx+ et X* sont w(X™*, X)-séparables.
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Démonstration. (a) Notons 7 la topologie induite par w(X*, X) sur Bx-. Observons que la

boule Bx~ est 7-compacte car elle est w(X™*, X )-compacte d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu-

Bourbaki. De plus il n’est pas difficile (Exer) de vérifier que d est une distance sur Bx+. Montrons

que l'application identité de Bx~«, notée I, est (7, d)-continue sur Bx-. Soit (z});es une suite géné-

ralisée de Bx+ qui 7-converge (donc w(X*, X)-converge) vers un a* € Bx- et soit un réel € > 0 fixé.
oo

Choisissons un entier K tel que > 1/2% < £/2. Par propriété de w(X*, X)-convergence, nous

k=K-+1
pouvons trouver un jg € J tel que pour tout j € J vérifiant jo < j on ait

3

max _|(z} —a”)(ug)| < NE LT

0<k<K
Par conséquent pour tout j € J avec jo =X j on a

K 0o

d(zj,a") <) orrl@l —a) )l + Y o <e

k=0 k=K+1

Ainsi 'application bijective I de Bx+ est bien (7, d)-continue et donc, compte tenu de la 7-compacité
de Bx~, elle est un homéorphisme de (Bx=+,7) sur (Bx~,d), i.e. la topologie T coincide avec la to-
pologie sur Bx- associée & d. Nous avons donc établi (a).

(b) Comme l’ensemble By« est, d’aprés (a), w(X™*, X)-compact métrisable, il est évidemment

w(X*, X)-séparable. De ceci et de 1'égalité X* = LGJN nByx+, on déduit aisément (Exer) que X*
n

est w(X, X*)-séparable. |}

19 Théoréme d’Eberlein-Smulian

Nous allons dans ce paragraphe établir qu'un ensemble faiblement fermé d’un espace de Banach
est faiblement compact si et seulement si de toute suite (ordinaire) de points de I'ensemble on
peut extraire une sous-suite faiblement convergente. L’importance de ce résultat réside dans le fait
que l'on ne sait pas en général que la topologie induite sur un tel ensemble par la topologie faible
est métrisable.

Commengons par établir les deux lemmes suivants qui seront utilisés pour l'implication <«
du résultat résumé ci-dessus. Pour un ensemble non vide G C X** et ¢ € X** nous noterons
dist| ||,. (¢, G) la distance de ¢ a I'ensemble G relativement & la norme || ||

Lemme 19.1 (Construction de Whitley) Soient un K-espace de Banach (X, || ||), un sous-
ensemble non vide A C X et ¢ € X** tel que ¢ € (adh,(y= x+) J(4)) \ J(X), ot J : X — X**
désigne l'injection canonique (naturelle) de X dans X**. Alors pour r := dist) ||, (p, J(X)) on a
r > 0 et il existe une suite (an)nen de A et une suite (VU )nen de Bx+ telles que pour tout n € N on
att
(1) le(hn)| > 3r/4,
(II) |n(ak)| < /4 pour k < n et |¢p(ag)| > 3r/4 pour k > n.

Si K =R, on peut en fait remplacer (1) et (II) par (I’) et (1I’)

(') p(tn) > 3r/4,
(I’) |¢n(ar)| < r/4 pour k < n et yp(ar) > 3r/4 pour k > n.

Démonstration. Observons que r := dist) ||, (¢, J(X)) > 0 car J(X) est || [|.s-fermé dans X**.
Nous allons construire par récurrence les deux suites vérifiant (I) et (II).
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D’une part, comme |||« > 7 > 3r/4, nous pouvons choisir ¢y € Bx+ vérifiant (I), et d’autre
part l'inclusion ¢ € adh,x+ x+)J(A) nous permet de choisir ag € A vérifiant |(¢ — J(ao))(vo)| <
lo(0)| — 31 /4 ce qui implique |1o(ao)| = | (ao0)(Yo)| > |e(¥o)| — (J¢(o)| — 3r/4) = 3r/4. Ainsi les
propriétés (I) et (II) sont obtenues a I'étape n = 0.

Supposons construits ag, - ,a, et g, , 1, vérifiant (I) et (II). Considérons le K-espace
vectoriel V' := Vect{J(ao), - ,J(an)} et remarquons que dist |, (,V) = p > r. La fonction
g:V +Kp — K, définie par g(v + tp) := tp pour tous v € V et t € K est K-linéaire et vérifie pour
tousveVettekK

lg(v + tp)| = [t[dist) ,, (p, V) = dist) |, (tp, V) < [[v + toax,

la derniere inégalité résultant de l'inclusion —v € V. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach nous
pouvons prolonger ¢g en une forme K-linéaire || ||..-continue h : X** — K de méme norme. Il en
découle que h € Bx«+, h(v) = 0 pour tout v € V et h(y) = p > r. D’apres le théoréme de
Goldstine, il existe 1,11 € Bx« tel que |h(p) — Ynt1(p)| < r/4 et |h(J(ar)) — Ynyi(ar)| < /4
pour k = 0,---,n. Ces inégalités et les propriétés ci-dessus de h nous assurent que |1,11(p)| >
3r/4 et [ni1(ag)| < r/4 pour k = 0,---,n. En utilisant I'inclusion ¢ € adh,,(x+ x+)J(A) nous
pouvons trouver un a,+1 € A tel que pour chaque k =0,--- ,n,n+ 1 on ait |(¢ — J(ant+1))(¥r)| <
[o(e)] — 3r/4 ce qui tmplique [Be(anss)] = [F(ane) (1) > lo()] — (0(r)| — 3r/4) = 3r/4. La
démonstration avec le corps K est donc terminée.

Le cas ou K = R est obtenu en apportant (Exer) les modifications appropriées. |

Lemme 19.2 Soit A un sous-ensemble borné d’un K-espace de Banach (X, || ||). Alors adhy,x, x+) A
est w(X, X*)-compact dans X si et seulement si adhy,(x- x+) J(A) C J(X) ou J : X — X* est
Uinjection canonique (naturelle) de X dans X**.

Démonstration. Considérons l'application Jy : X — J(X) définie par Jo(z) = J(x) pour tout
x € X. Les propriétés de I'injection canonique J nous assurent que Jy est un isomorphisme de ’es-
pace vectoriel topologique (X, w(X, X™*)) sur I'espace vectoriel topologique (J(X),w) ot w désigne
la topologie induite sur J(X) par w(X™, X*). L’ensemble adh,,(x« x+)J(A) étant w(X™*, X*)-
compact d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki, 1’équivalence du lemme s’ensuit. |

Théoréme 19.3 (Théoréme d’Eberlein-Smulian) Soit A un sous-ensemble non vide d’un es-
pace de Banach (X, || ||). Alors l’adhérence faible adh,,(x x+) A de A est faiblement compacte,
i.e. w(X,X™)-compacte, si et seulement si de toute suite de A on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente, i.e. w(X, X*)-convergente, dans X.

Démonstration. Supposons que I'ensemble adh,, x, x+) A soit w(X, X*)-compact et soit une suite
(7n)nen de A. Le K-sous-espace vectoriel fermé E := adh) | (Vect{z, : n € N}) muni de la norme
induite, notée || ||z, est séparable et donc d’aprés la proposition 18.4 il existe une suite (Y )ken de
E* qui est w(E*, E)-dense dans E*. D’aprés 'une des conséquences du théoréme de Hahn-Banach
(analytique), chaque v peut étre prolongée en une forme K-linéaire || ||-continue ¢y sur X (donc
or € X*) avec |lgrllx+ = |¢r]lp-. L'ensemble C' := adhy,(x, x=) {zn : n € N} étant borné dans X,
la fonction d sur C' x C' définie par

[e.9]

1
Aw.y) =3 serlentz — )| pour tous z,y € C,
k=0
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est une distance (Exer) sur C. Observons aussi que pour la topologie 7 induite sur C' par w(X, X*),
I’ensemble C' est T-compact car ¢’est un w(X, X*)-fermé contenu dans I'ensemble w(X, X*)-compact
adh,,(x x+) A. Comme dans la démonstration de la proposition 18.4, on vérifie (Exer) que l'applica-
tion identité sur C est (7, d)-continue et donc c’est un homéomorphisme de (C, 7) dans (C, d) & cause
de la 7-compacité de C. Par conséquent le 7-compact C est métrisable, ce qui évidemment entraine
I'existence d’une sous-suite de (zy,)nen qui est T-convergente et donc w(X, X™*)-convergente.
Supposons maintenant que de toute suite de A on peut extraire une sous-suite w(X, X*)-
convergente dans X. Ceci entraine évidemment (Exer) que A est || [|-borné. Tenant compte du
lemme 19.2 il nous suffit de montrer que adh,,(x+ x+)J(A4) C J(X). Supposons que l'inclusion
n’ait pas lieu et fixons ¢ € (adhy,(x= x+)J(A)) \ J(X). Posons r := dist) . (¢, J(X)) > 0. Soient
(ak)ken et (¥n)nen les suites données par le lemme 19.1. D’aprés 'hypothése sur A il existe une
sous-suite (a(x))ren qui w(X, X*)-converge vers un a € X, ot s : N — N est stictement croissante.
D’aprés le théoréme de Mazur il existe k£ € N, un entier K > k et aj, € co {agy) 1 b < < Ky}
tels que |laj, —al| < r/4. Alors la premiére inégalité de (II) du lemme 19.1 entraine pour tout entier
n > s(Ky) que [¢p(ay)| < r/4 et donc |¢,(a)| < r/2 car ¢, € Bx+. Or la seconde inégalité de
(II) du méme lemme implique [¢)y,(a)| > 3r/4 pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec la
derniére inégalité de la phrase précédente. La démonstration du théoréme est terminée. |

Comme corollaire nous avons la caractérisation séquentielle suivante de la réflexivité.

Corollaire 19.4 Un K-espace de Banach (X,|| ||) est réflexif si et seulement si de toute suite
(ordinaire) bornée de (X, | ||) on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans X.

Démonstration. Supposons la réflexivité et fixons une suite bornée (z,), de X. Le théoréme de
caractérisation de la réflexivité nous dit que adh,,(x, x+) {z), : n € N} est faiblement compact dans
X, et donc d’aprés le théoréme d’Eberlein-Smulian la suite (z,), admet une sous-suite faiblement
convergente.

Supposons maintenant la propriété séquentielle du corollaire. Le théoréeme d’Eberlein-Smulian
nous assure alors que la boule unité fermée By est faiblement compacte dans X, ce qui entraine,
d’apres le théoréme de caractérisation de réflexivité, que l'espace (X, || ||) est réflexif. [

Remarque. L'énoncé du théoréme d’Eberlein-Smulian ainsi que celui du corollaire ci-dessus n’ont
pas lieu pour la topologie x-faible w(X*, X). |

20 Espaces vectoriels topologiques de dimension finie

Observons tout d’abord que toute application K-linéaire de A : K™ — Y de K™ dans un K-
espace vectoriel topologique (Y, Oy ) est Oy-continue. En effet pour e := (1,0,---,0),--- , ey, :=
(0,---,0,1) et x = (x1,- -+ ,xp,) € K™, en écrivant A(z) = z1A(e1) + - -+ + zA(ey,) on voit que A
est Oy-continue d’aprés la continuité du produit externe.

Théoréme 20.1 Sur tout K-espace vectoriel X de dimension finie toutes les topologies séparées
(Hausdorff) compatibles avec la structure vectorielle de X coincident.

En fait si (v1,--- ,vm) une base de X et si ® : K™ — X désigne la bijection linéaire naturelle
associée a cette base et définie par ®(x) := x1e1 + -+ + Tmem pour tout x = (x1,- -+ ,Tpy) € K™,
alors, pour toute topologie séparée (Hausdorff) O compatible avec la structure vectorielle de
X, Uapplication ® est bicontinue relativement a O et a la topologie naturelle de K™.
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Démonstration. Il suffit d’établir la seconde assertion. Notons 7 la topologie naturelle de K.
D’aprés ce qui précéde le théoréme, la bijection linéaire ® est (7, 0)-continue. Montrons que ®~*

est (O, 7)-continue. Notons ||| = max |zk| pour x = (1, - ,zy) € K™ Nous savons que
SRSM

la sphére unité ), de K™ est 7-compacte et donc I'ensemble (I)(SH o) €st O-compact. Comme
Ox & ®(S).) par injectivité de ® et comme la topologie O est séparée (Hausdorff), il existe
un ouvert W 3 0x tel que W N CI>(SH ||oo) = (). Par propriété d’espace vectoriel topologique, nous
pouvons choisir un voisinage équilibré U de Ox tel que U C W. Alors pour tout u € U avec u # Oy,
par bijectivité de ® il existe x € K" non nul tel que u = ®(x). Si on avait ||zl > 1, l'on

aurait m@(az) = mu € U car U est équilibré et ceci entrainerait la contradiction mcb(x) €
UN®(Sy ). Par conséquent [z]loc < 1 et donc U C ®(B) . (0xm;1)). Ceci revient a dire que
pour tout réel r >0 on a ®~1(rU) C By (0gm;7), donc @~ est (O, 7)-continue. [

De ce théoréme nous déduisons les deux corollaires importants suivants.

Corollaire 20.2 (Continuité des applications linéaires sur un espace de dimension finie)
Toute application K-linéaire A d’un K-espace vectoriel topologique séparé (Hausdorff) (X, Ox)
de dimension finie dans un K-espace vectoriel topologique (Y, Oy) est (Ox, Oy )-continue.

En particulier toutes les formes K-linéaires sur X sont Ox -continues, i.e. les duauz topologiques
et algébriques coincident, et donc on peut ainsi identifier X* o X.

Démonstration. En considérant l'application ® du théoréme ci-dessus, ’analyse précédant ce
théoréme nous dit que A o ® est (7, Oy )-continue, ou 7 désigne la toplogie naturelle de K™ pour
m = dim X. Comme & est bicontinue d’aprés le méme théoréme, la continuité de A en découle. W

Corollaire 20.3 (Caractére fermé des sous-espaces de dimension finie) Dans un K-espace
vectoriel topologique séparé (Hausdorff) (X, ), tout K-sous-espace vectoriel de dimension finie
E est O-fermé.

Démonstration. Notons m la dimension de F et supposons m # 0 (sinon le résultat est trivial).
Notons O la topologie induite par O sur E et 7 la topologie naturelle de K”. La topologie Of est
séparée et compatible avec la structure vectorielle de E. L’espace (K™, 7) étant complet, le théoréme
ci-dessus nous assure via son application ® que (E, Og) est complet. Par conséquent ’ensemble E
est O-complet dans X et donc & fortiori O-fermé. [ |

Donnons une caractérisation topologique des espaces de dimension finie.

Théoréme 20.4 (Théoréme de Riesz caractérisant topologiquement les espaces de di-
mension finie) Soit (X,0) un K-espace vectoriel topologique séparé (Hausdorff). Alors cet
K-espace vectoriel est de dimension finie si et seulement s’il existe un O-voisinage O-compact
de 0 X -

Démonstration. Si X est de dimension finie m # 0, le théoréme 20.1 évidemment entraine que
®(By |..) est un O-voininage O-compact de Ox.
Supposons inversement qu’il existe un voisinage O-compact V de Ox. Alors il existe un voisinage
équlibré et ouvert U de Ox tel que U C V. Par compacité de V il existe vy,--- ,v,, € V tels que
m
V € U (vg+3U) et donc pour le K-sous-espace vectoriel de dimension finie £ := Vect{vy, -+ , v, }
k=1
nous avons V C E + %U , ce qui entraine particulier

1
UCE+U. (20.1)
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Fixons u € U quelconque. D’aprés (20.1) il existe e; € E et u; € U tel que u = e + %ul. En
Appliquant a nouveau (20.1) & u; nous obtenons €, € F et ug € U tel que u; = ¢} + %uz et donc
pour e := e1 + %6’2 € F nous avons u = eg + Q%ug. Nous pouvons donc construire par récurrence
une suite (e,),>1 de E et une suite (up),>1 de U telles que u = e, + %un pour tout n > 1.
Comme l’ensemble V' est O-borné, la suite (%ﬂun)n O-converge vers 0x quand n — oo et donc
(en)n O-converge vers u quand n — oo. L’ensemble E étant O-fermé d’aprés le corollaire 20.3, nous
obtenons u € F, donc U C FE. Puisque U est absorbant, il est aisé de déduire de cette derniére

inclusion que X C F, i.e. X = F. Ceci termine la démonstration. |

21 Espaces de suites

Nous rappelons qu’une suite de K est par définition une fonction de N dans K. Nous noterons
donc F(N, K) I'ensemble de toutes les suites de K. Comme K est un espace vectoriel sur lui-méme,
F(N,K) est un K-espace vectoriel. Dans ce qui suit 1’élément générique de F(N, K) sera en général
noté (. Des fois il sera plus commode de noter (((k)xen pour désigner la suite .

Notre étude commence avec I'espace des suites bornées que I’on note [3°(N) ou seulement [*°(N)
ou [* quand il n’y a pas de risque d’ambiguité. Ainsi

IR (N):={¢ e FIN,K) : 216111\]) IC(k)|] < 400} |

On vérifie aisément (Exer) que c’est un K-sous-espace vectoriel de F(N,K) et que la fonction || ||«
définie dessus par

I¢]|co :=sup|((k)| pour tout ¢ € I (N)
keN

est une norme.

Proposition 21.1 Le K-espace vectoriel normé (Ig°(N), || |l) est un K-espace de Banach non
séparable.

Démonstration. On laisse a titre d’exercice la démonstration que l'espace est complet. Montrons
qu’il n’est pas séparable. Notons Py(N) I'ensemble des parties non vides de N et E := {Ip : P €
Po(N)}. Evidemment E C Ig°(N). Pour conclure que (Ig°(N), || ||oc) n’est pas séparable il nous suffit,
compte tenu du lemme 18.2, de montrer que F muni de la distance induite n’est pas séparable.
Supposons que ce ne soit pas le cas, i.e. il existe une suite (Py,)nen de Pp(N) telle que I’ensemble
{1p, : n € N} soit dense dans E. Comme Py(N) n’est pas dénombrable, il existe un P € Py(N) tel
que P # P, pour tout n € N et donc, par définition de || || on a

|1p, — 1p|lcc =1 pour tout n € N.

Ceci imlique que 1p & adh) | ({1p, : n € N}), ce qui est en contradiction avec le choix de la suite
(1p, )nen- La démonstration est donc terminée. [

Définissons maintenant les espaces

cx(N) :={¢ € F(N,K) : klgr;o{(k) existe dans K}, c%(N):= {¢ € F(N,K) : klglgo C(k)=0}|,

R (N) :={¢ € F(N,K) : k¢ € N, ((k) = 0VEk > k¢ + 1} |.
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On a évidemment

PN) € & (N) € exg(N) C I2(N)

et ce sont des K-sous-espaces vectoriels de [§°(N). On peut donc considérer sur chacun des trois la
norme induite par || [ que nous notons encore (sauf mention contraire) || ||cc-

Pour D:=QsiK=Ret D =Q+1iQ si K = C, il sera commode de remarquer que pour chaque
q € D et chaque m € N I’ensemble

Bym =1{¢ € F(N,D) : C(k) = ¢ Yk > m + 1} (21.1)

(qui n’est pas un K-espace vectoriel) est en bijection avec D™*! et donc est dénombrable. Ainsi

I'ensemble |J  Eyn est dénombrable.
qeD,meN

Proposition 21.2 Awvec les notations ci-dessus, les assertions suivantes ont lieu.
(a) Les K-espaces vectoriels normés (cx(N), || [loo) €t (¢X(N), || [oo) sont complets et (P (N), ]| [loo)
n’est pas complet.

(b) Les espaces (cx(N), || lloo) €t (c(N), || |loo) sont séparables car les ensembles ID)U NEq,m et
qgellme

U Eom y sont respectivement denses.
meN

Démonstration. (1) Pour établir la complétude des deux premiers espaces de (a), il suffit de
montrer qu’ils sont fermés dans (IgP(N), || ||o0)-

Commencons avec cg(N). Soit (¢n)nen une suite de cx(N) tendant vers ¢ dans (I2(N), || [ls)-
Fixons un réel € > 0 quelconque. Observons que pour tous k, &k € N et tout n € N nous avons

(k) —C(K")| < € (k)= Cn (k) [416n (k) = Cn (k)| +]Gn (K) = (K)] < 2[[Gn—Clloo+[Cn (k) —Cu (K] (21.2)

Ce qui précéde nous incite a choisir, par définition de convergence, un entier N € N tel que pour
tout entier n > N on ait ||, — (|lec < €/3. Comme klim (n(k) existe dans K, il existe un entier
—00

K. € N tel que pour tous entiers k, k' > K. on ait |(n(k) — (N (K')] < e/3. TI découle de tout ceci
et de (21.2) que pour tous entiers k, k" > K. on a |((k) — (k)| < e. La suite (¢(k))gen est ainsi de
Cauchy dans K et donc sa limite existe dans K. Par conséquent, ’ensemble cx(N) est bien fermeé
dans (2 (N), | [lo):

Le cas de ¢ (N) est laissé a titre d’exercice.
(2) Montrons que E = |J Epm est dense (% (N), || |ls). Soit ¢ € X(N) et € > 0. Comme lim =0,

meN k—o0
il existe un entier K € N tel que pour tout entier k¥ > K + 1 on ait |((k)| < €. Par densité de D dans
K choisissons pour chaque k = 0,--- , K un ¢ € D tel que |gx — ((k)| < e. En posant (. (k) = g
sik < K et((k)=0sik>K+1nous voyons que (. € F et ||(c — (]| < ¢, ce qui nous assure la
densité voulue.

On démontre de facon similaire (Exer) la densité de  |J  E,m dans (eg(N), || [|oo)-
geD,meN

(3) Enfin, d’aprés (b) nous avons adhje (¢ (N)) = ¢%(N) et donc ¢?(N) n'est pas fermé dans
(N, [ floo)- m

Commencons maintenant par observer que pour tous réels p,a,b > 0 nous avons

(a + b)P < 2P(max{a,b})? = 2P max{a?, b} < 2P(a? + bP),
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ce qui correspond &

’(a—l—b)p§2p(ap+bp) pour p,a,bZO‘. (21.3)

Dans tout le reste du paragraphe sauf mention contraire p est un réel de [1,4o0o[. Considérons
I’ensemble

BN :={Ce FINK): Y _[¢(k)P < 400} |
k=0

L’inégalité (21.3) ci-dessus nous assure que I (N) est un K-sous-espace vectoriel de F(N,K)
(Exer). Définissons dessus la fonction || ||, par

1<l = (D IC(R)IP)P pour tout ¢ € I (N) |
k=0

Nous allons montrer que ¢’est une norme. Pour p € [1,+o0] fixons p’ € [1, +00] tel que

1
Sh= =1, fe. — =22
p P

On dit que p’ est ’exposant conjugué de p. Etablissons d’abord I'inégalité de Young suivante.

Lemme 21.3 (Inégalité de Young) Pour tous réels a,b > 0 et pour p €]1,+00] on a

1 1.
CLbS*(Zp‘F*/bp .
p p

Démonstration. Nous pouvons supposer a,b # 0, car sinon le résultat est trivial. La dérivée
seconde de la fonction —In étant > 0 sur 0, 4+o00], elle est convexe sur cet intervalle et donc pour
a,b > 0 nous avons

1 1 1 1 /
—In(=a? + =) < —=In(a”) — — In(b” ) = —In(ab),
p p p p
ce qui est équivalent & I'inégalité voulue. |

Via l'inégalité de Young nous allons montrer I'inégalité de Holder.
Lemme 21.4 (Inégalité de Hélder) Soit p € [1,400]. Pour ( € Ip(N) et & € l%(N) on a

CE € LL(N) et
16€l < [I¢Tl NI

Démonstration. Nous pouvons supposer 1 < p < 400, car sinon le résultat est trivial. Alors
d’aprés 'inégalité de Young nous avons pour chaque k € N

1 1 /
[C(R)E(R)] < —IC(R)[P + —[E(R)[7,
p p
ce qui entraine d’une part que (¢ € & (N) et d’autre part que

1 1 :
16€]1 < EIICHpP + ;ll&”p’p'
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Ceci nous assure pour tout réel r > 0 avec r( a la place de ¢ que

Pl 1 /
gl < ——(el)” + - el

et donc le choix de r := (||¢]l,) " (I€]l,)P' /P (pour |[C||, # 0) fournit I'inégalité voulue. |

Proposition 21.5 Pour tout réel p € [1,4+00[ la fonction || ||, est une norme sur le K-espace
vectoriel I (N).

Démonstration. Fixons (, ¢ € & (N) et écrivons
[C () +E(R) [P = ¢ (k) +ER)PTHC (k) +E(R)] < [C(R) +ER)PHCR) |+ [C (k) +E(R)PHER)] (21.4)

Pour p(k) = |C(k) + £(R)[P~" nous observons que [p(k)}” = |C(K) + Ek)| =7 = [C(k) + ER)P? et
donc p € l% (N) car ¢ + £ € I&(N) puisque £ (N) est un espace vectoriel. Il découle de ceci, de (21.4)
et de l'inégalté de Holder que

€+ €l < Nl ISl + ol 1€

En écrivant
lolly = Z!p PP = Z\C (B)P)7 = (¢ + &llp)P?" = (II¢ + €llp)P~

et en reportant dans la derniére inégalité ci-dessus nous obtenons ||¢ + £[[, < [I<|lp + [|€]lp- Nous
concluons donc que || ||, est une norme sur % (N) car pour ¢ € K 1'égalité [|[t¢||, = [¢] [|C]|p est triviale.

Etablissons maintenant la complétude et la séparabilité pour p € [1, 4+o00].

Proposition 21.6 Pour tout réel p € [1, 400 le K-espace vectoriel normé (I (N), || ||,) est complet
et séparable.

Démonstration. Fixons p € [1,+00[. Soit ((n)nen une suite de Cauchy de (I (N), || [|,) et soit un
réel ¢ > 0 fixé. Fixons un entier N € N (dépendant de £ mais indépendant de k) tel que pour tous
entiers m,n > N on ait

16n = Callp < € ie. ZIC P < e, (21.5)

7=0

Pour chaque k € N fixé, nous avons alors pour tous m,n > N l'inégalité |, (k) — (n (k)P < €P, ie.
|G (k) — Cm (k)| < . Ainsi la suite ((,(k))nen est de Cauchy dans K et donc li_>m (n(k) existe dans

K et ceci nous permet de définir une fonction ¢ : N — K en posant ((k) := lim (,(k) pour tout
n—oo

k € N.
Montrons que ¢ € & (N). Fixons n > N quelconque. Compte tenu de (21.5) nous avons pour

K
chaque entier K > N linégalité > |(n(k) — Gn(k)|P < €P et ceci, en faisant m — +oo, entraine
k=0

K
> ¢ (k) — C(k)|P < eP. Ceci étant vrai pour tout K > N, nous obtenons
Z [Cu(k) — (k)P < . (21.6)
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Ainsi ¢, — ¢ € I (N) et comme par ailleurs ¢, € I&(N), la structure vectorielle de i (N) nous assure
que ¢ € IE(N).

L’inégalité (21.6) peut maintenant peut étre reécrite sous la forme ||¢,, — (||, < € pour tout entier
n > N, ce qui traduit que la convergence vers ¢ de la suite ({,)nen. Ceci achéve la démonstration
de la complétude désirée.

Montrons maintenant la densité de I’ensemble dénombrable Ej := UmeN Eo,m, avec Ey ,, comme
considéré dans (21.1), dans (If, || ||p). Cet ensemble est évidemment inclus dans & (N). Fixons
¢ € I%(N) et un réel € > 0. Comme Yk = 0%[¢(k)|P < +o0, il existe un entier K € N tel que
k=K +1°|¢(k)[P < €P/2. D’autre part, la densité de D dans K nous permet de choisir, pour

K
chaque k =0, -+ , K un ¢ € D tel que |((k) — qx|P < eP/(2(K +1)) et donc Y |((k) — qr|? < eP/2.
k=0

En posant {(k) = g pour k =0,--- K et £(k) = 0 pour k > K + 1 nous définissons un élément
E€ Eyget Y |C(k)—&k)P <eP,ie || =&, <e. Dou la densité voulue. |

La suite ce paragraphe est consacrée a I’étude des duaux topologiques des divers espaces de suites
introduits ci-dessus. Commengons avec celui de c%(N). Pour chaque entier j € N nous noterons e;
la suite e; : N — K définie par ej(k) = 1 si k = j et ej(k) = 0 si k # j. Evidemment e; € ¢ (N).

Proposition 21.7 Soient X = ¢X(N) et X* := (X, || ||oo)*. Pour chaque u € I}L(N) la fonction
®(u) : E — K définie par

O (u)(C) := Zu(k)C(k) pour tout ¢ € c(N)

k=0

est une forme K-linéaire continue sur X, i.e. ®(u) € X*. De plus @ : i (N) — X* est K-linéaire
bijective et

|P(w)||x+ = |lull1 pour tout u € lﬂlg(N) ,

i.e. ® est une isométrie K-linéaire bijective de (IL(N), || |oo) sur (¢X(N), || [|oc))*. A travers @,
on identifie (Ii(N), || |loo) au dual topologique de (% (N), || |oc) avec

(®(u),¢) =Y u(k)((k)

k=0

pour tous u € I&(N) et ¢ € X (N).

Démonstration. Etape 1. Pour chaque u € I (N), observons que pour tout ¢ € X = ¢%(N) la
série numeérique > u(k)((k) est absolument convergente car |u(k)((k)| < ||¢]|oo |u(k)|, ce qui nous
permet de considérer la fonction ®(u) : X = c¢%(N) — K définie par

O(u)(¢) ==Y _u(k)((k) pour tout ¢ € X = c(N).
k=0
Evidemment ®(u) est une forme K-linéaire sur X = c¢{(N) et
[2(w)(Q)] =Y ulk)S (k)] < lulli [[¢lleo pour tout ¢ € c(N). (21.7)

k=0
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Ainsi ®(u) est une forme K-linéaire continue sur X = ¢ (N), i.e. ®(u) € X* := (c%(N), || ||c)*. Nous

avons donc une application @ : ZH%(N) — E* et il est aisé de voir que ® est K-linéaire. Remarquons

aussi que (21.7) nous assure que [|®(u)||x+ < ||ul; pour tout u € I} (N).

Etape 2. Fixons u € [}L(N) non nul et considérons un réel quelconque ¢ vérifiant 0 < e < [luf;.
o

Choisissons un entier K. tel que >, |u(k)| < e (ce qui est possible puisque la série numérique

k=Kc+1
>~ |u(k)| converge). Posons

C(k) =exp(—iargu(k))sik < K. et ((k)=0sik>K.+1.

Alors G € X = d(N), [[¢:lloo = L et

Ks Kg o0
() ()l = 1Y ulk)exp(—iargu(k))| = lu(k)| = llulls = Y [ulk)] > |luls —e,
k=0 k=0 k=Ke+1

donc || ®(u)||x+ > ||ulj1 —e. Ceci combiné avec la derniére inégalité de I’ étape 1 donne || ®(u)||x+ =
|lu|l1. Par conséquent
© 2 g (N) = X" = (cg(N), || floo)®

est K-linéaire et conserve les normes.
Etape 3. Il ne reste plus qu’a montrer que ® est surjective. Soit ¢ € X*, ie. ¢ : X = c]%(N) - K
est K-linéaire et continue. Posons

u(k) =(ex) pour tout k € N.
Pour chaque entier n € N considérons ¢, : N — K avec
Cn(k) = exp(—iv(e)) pour k=0,--- ,n et (,(k) =0 pour k > n+ 1.

Evidemment ¢, € X = c%(N)7 lCalloo = 1 et

n

D fuk)| = exp (= itb(er))pler) = (D Calk)er) = (Cn) < (¢ x
k=0 k=0

k=0

Gull = 9l x-

o0
Ceci entraine que Y |u(k)| < 400 et donc u € I&(N).
k=0
Alors nous pouvons considérer ®(u) et par définition de ce dernier nous avons

O(u)(en) = > ulk)en(k) = u(n) =1h(en),

k=0

ce qui implique, par linéarité, ®(u)(¢) = ¥(¢) pour tout ¢ € Vect{e, : n € N} = (N). Comme
ce dernier ensemble est dense dans (c%(N), || ||o0), la continuité de ®(u) et ¢ sur ¢ (N) nous assure

que ®(u) = 1. D’ou la surjectivité de ® et la fin de la démonstration. |

La proposition qui suit fournit une représentation du dual topologique de Z%(N). Sa démonstra-
tion utilise une démarche semblable & celle de la proposition précédente.
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Proposition 21.8 Soient un réel p € [1,+oo[, X = [f(N) et X* := (X, | ||,)* et soit p’ €]1,+00]

donné par ]% + ]% = 1. Pour chaque u € l%l (N) la fonction ®(u) : X — K définie par

D (u)(¢) := Zu(k:)((k) pour tout ¢ € I (N)

k=0

est une forme K-linéaire continue sur X, i.e. ®(u) € X*. De plus ® : l% (N) = X* est K-linéaire
bijective et

|®(u)||x+ = |lull,y pour tout u € I (N)|,

i.e. ® est une isométrie K-linéaire bijective de (l% (N), || ) sur (IR(N), || |Ip)*. A travers ®,
on identifie (l:% (N), || llr) aw dual topologique de (I (N), || ||,) avec

(®(u),¢) =Y u(k)((k)

k=0

pour tous u € I (N) et ¢ € IF(N).

Démonstration. Exercice. B
De méme en reprenant les deux premiéres étapes de la proposition 21.7 on obtient le résultat

suivant d’injection de I} (N) dans le dual topologique de (§°(N).

Proposition 21.9 Soient X = IP(N) et X* := (X, |l)*. Pour chaque u € I}:(N) la fonction
®(u) : X — K définie par

O(u)(¢) ==Y _u(k)((k) pour tout ¢ € IF(N)

k=0

est une forme linéaire continue sur X, i.e. ®(u) € X*. De plus ® : IL(N) — X* est linéaire
injective mais non surjective et

|P(u)|lx* = |lull1 pour tout u € lﬂlg(N) ,

i.e. ® est une isométrie linéaire non surjective de (I} (N), || 1) dans (IP(N), | |ls))*. A travers
®, on injecte (IL(N), | |[1) dans le dual topologique de (I2(N), || |le) avec

(@(u),¢) =Y ulk)S(k)
k

=0

pour tous u € Ik (N) et ¢ € IZ°(N).
En fait, pour X = IP(N) et || ||x = || |loo, il n'eziste aucun homéomophisme (et méme aucune
application continue surjective) de (I (N), || |[1) sur (X*, || |x+)-
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Démonstration. La démonstration que ® est une application linéaire conservant les normes est
laissée a titre d’exercice. Il suffit de suivre les deux premiéres étapes de la démonstration de la
proposition 21.7.

Supposons maintenant qu’il existe une application continue surjective de (IL(N),|| [|1) sur
(X* | llx+). Comme (Ii(N),|| |1) est séparable, il en serait de méme pour (X*, | ||x+). Ainsi
(R (N), ]l |loc) serait séparable comme espace normé dont le dual topologique muni de la norme
duale est séparable (voir la proposition 18.3), ce qui est absurde car nous savons que (Ig7(N), || [l»)
n’est pas séparable (voir la proposition 21.1). Ceci termine la démonstration de la proposition. W

Examinons maintenant la réflexivité de ces espaces.

Proposition 21.10 Les assertions suivantes ont lieu.
(a) Les espaces de Banach (¢X(N), || lloo), (E(N), || 1) et I (N),]| ||o) ne sont pas réflexifs.
(b) Pour tout réel p €]1,+o00[ l'espace de Banach (I (N), || ||,) est réflexif.

Démonstration. (a) Posons X := X (N) et || |[x := | ||oo, et supposons que (c%(N),| |ls) soit
réflexif. Alors (c%(N), || |loo) est en particulier isomorphe a (X**, || || x+). Comme (X*,| ||x+) est
isomorphe & (I (N), || |[1) (voir la proposition 21.7), nous obtenons d’aprés la proposition 21.8 que
(% (N), || [loo) est isomorphe & (IZ2(N),]| |Joo). Ceci est absurde car (c%(N),]| ||oo) est séparable et
(12°(N), || lso) ne est pas. L’espace (c%(N), || ||) n'est donc pas réflexif.

Des arguments similaires montrent (Exer) que les espaces (I (N), || [l1) et (I2(N), || |l) ne sont
pas réflexifs.
(b) Fixons p €]1,+00[ et posons X := If(N) et || |x := || [p. Il s’agit de montrer que l'injection
canonique J : X — X™* est surjective, i.e. pour chaque (j* € X™* fixé il existe un u € X tel que

*k

§¥(&") = &€ (u) pour tout £* € X*. Soient p’ 'exposant conjugué de p et ® : l% (N) — X* I'isométrie

linéaire bijective de la proposition 21.8 donnée pour chaque v € lH’é (N) par
®(v)(¢) =D w(k)((k) pour tout ¢ € X = I(N). (21.8)
k=0

Alors (j* o ® est une forme K-linéaire continue sur (l% (N), |l l,)- D’apres cette méme proposition

21.8 (mais cette fois avec I% (N) pour espace primal) il existe un élément u € I (N) tel que pour tout

v E lﬁé(N) on ait ((§* o ®)(v) = i u(k)v(k), ce qui d’aprés (21.8) équivaut a (5*(®(v)) = ®(v)(u).

k=0
Comme @ est surjective, cela signifie que (§*(£*) = £*(u) pour tout £* € X*, et donc I'élément
u € X vérifie la propriété voulue. |

On a étudié ci-dessus des espaces de fonctions de N dans K. On peut plus généralement étendre
plusieurs des propriétés obtenues au cas d’un ensemble non vide I & la place de N. Considérons tout
d’abord pour un ensemble non vide I' I’ensemble

®(T):={¢eFI,K): su113|((j)| < 400}
je

Il correspond & l’ensemble des fonctions bornées de I' dans K, et donc nous savons que c’est un
K-espace vectoriel et que la fonction || ||, avec

[¢lloo == SuglC(j)l pour tout ¢ € I ('),
je
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est une norme dessus. L’espace (Ig°(T"), || ||oc) est un K-espace de Banach. Si I' est infini, il n’est
pas séparable (voir la démonstration de la proposition 21.1).

On définit ¢ (T) en disant qu'une fonction de I' dans K est dans ¢X(T') si elle est nulle en dehors

d’un ensemble fini. De méme, on définit ¢ (N) en disant qu'une fonction ¢ : I' — K est dans ¢ (N)
si pour chaque € > 0 il existe un ensemble fini K C I tel que

I€(4)] <& pour tout j € T\ K.

Ce sont (Exer) deux K-sous-espaces vectoriels de [2°(N) et I'espace (¢ (T),]| ||oo) est de Banach.

Pour une famille (7;) er de R, convenons de poser dans R

Z?‘j = sup Z?‘j.

jer Kepﬁni(r) JEK

Soient alors pour p € [1, 00[

BT ={CeFI,K): > [C(H)IF < +oo}

jer

et ¢y :== (X 1€G)IP) p pour tout ¢ € & (I"). On montre (Exer) que ¢’est un K-espace de Banach.
jer

22 Espaces des fonctions continues sur un compact

Dans tout ce paragraphe T désignera un espace topologique compact. On notera C(T,K) ou
Ck(T) 'ensemble des fonctions continues de T' dans K. Nous savons que c’est un K-espace vectoriel
et que la fonction réelle || ||oo définie dessus par

1flloo = max |f(¢)]  pour tout f € C(T'K)

est une norme. C’est en fait la norme induite par celle de (g7 (T").
Nous savons également que le résultat suivant a lieu.

Proposition 22.1 Si T est compact, alors (C(T,K), || ||c) est un K-espace de Banach.

L’étude de la séparabilité résultera du théoréme de Stone-Weierstrass du sous-paragraphe qui
suit.

22.1 Théoréme de Stone-Weierstrass

Commengons par établir le lemme suivant.

Lemme 22.2 [ existe une suite de fonctions polynomiales réelles sur [—1,1] convergeant unifor-
mément sur [—1,1] vers la fonction valeur absolue | |.

Démonstration. Soit ¢ €]0, 1] fixé. Remarquons tout d’abord que pour tout € R on a

0< (@2 +e)V2 —|z| = (2> + )2+ |z) ' <e. (22.1)

85



D’autre part, pour ¢(t) := (1+t)1/ 2 nous savons que la fonction g est développable en série entiére sur

oo
]—1,1[, i.e. il existe une suite réelle (az)pen telle que (1+1)/2 = S axt* pour tout t €]—1, 1[ et que
k=0
n
sur chaque segment contenu dans | — 1, 1] la fonction somme partielle S,,, avec Sy, (t) := > axt*,
k=0
converge uniformément dessus vers la fonction g. Par conséquent sup |Sn(t) — q(t)] — 0
[t]<(1+e) 1
quand n — oo et donc il existe il existe un entier N tel que sup  |Sn(t) —q(t)] < e. Comme
t<(14e%)71
|31”i;21| < (1+¢%)~! pour tout = € [~1,1], nous déduisons de ce qui précéde
2 2
e -1 e -1
sup |Sy(——=) — (1+—)"?|<e
ce qui entraine
2 -1

sup |(1+¢%)"/25( ) = (a® + )V <e(1+eH)V2 < 2.

|z|<1 1+e?

z2—1
1+e2

En combinant ceci avec (22.1) et en posant P.(z) := (14£2)1/2Sx( ), nous obtenons sup | P(z)—

|z]<1
x| | < 3e. La suite des fonctions polynomiales (P, )n>1 vérifie donc les propriétés voulues. |
Yy 1/n)n>

Pour deux fonctions f,g: T — R on notera f Ag et fV g les fonctions de T dans R définies par

(f Ag)(t) == min{f(t),g(t)} et (fVg)(t):=max{f(t),9(t)},

donc

1 1
(frg)t) =5 (f() + (@) + (1) —g(@)]) et (fVa)(t) = 5(f(t) +9(t) = () = g()]).
Lemme 22.3 Soit A une sous-algébre de C(T,R) et soit adhc A l'adhérence de A dans (C(T,R), || ||co)-
Pour f,ge Aona fAge€adhcA et fVge adhcA.

Démonstration. L’ensemble adh¢. A étant une sous-algébre de C(T,R) (Exer), il suffit pour h € A
de montrer que |h| € adhg¢A. D’aprés la compacité de T' et la continuité de h il existe un réel
r > 0 tel que |h(t)] < r pour tout t € T. Par ailleurs, il est aisé de déduire du lemme précédent
par dilatation (Exer) qu’il existe une suite de fonctions polynomiales réelles (P,),>1 convergeant
uniformément sur [—r,r] vers la fonction valeur absolue | |. Il s’ensuit que la suite de fonctions
(P o h)p>1 converge uniformément vers |h| sur T, car | P, o h(t) — |h|(t) | = | Pu(h(t)) — |h(t)] |. La
structure d’algébre de A nous assurant que chaque fonction P, o h est dans A, nous concluons que
|h| € adheA. |

Lemme 22.4 Soit R un sous-ensemble de C(T,R) tel que f N g € adh¢R et fV g € adh¢R pour
f,9 € R. Supposons que pour tout couple s,t € T avec s # t et pour tous r1,72 € R il existe une
fonction h € R telle que h(s) =11 et h(t) = ra. Alors R est dense dans (C(T,R), || ||co)-

Démonstration. Soit ¢ € C(T,R). Pour chaque couple s,t € T avec s # t il existe par hypothése

une fonction fs; € R telle que fs:(s) = p(s) et fs:(t) = ¢(t). Pour t € T choisissons pour chaque
s € T, d’apres 'inégalité fs+(s) > ¢p(s) — e, un voisinage ouvert U, de s tel que fs¢(x) > p(x) —€ et
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compte tenu de la compacité de T choisissons s1,--- , sy, tels que T'= U, U --- U Us,,. La fonction
fr:=Ffs,t V-V fs,.+ € adheR d’aprés hypothése de stabilité du lemme et fi(x) > p(x) — e pour
tout « € T. En observant que fi(t) = ¢(t) < ¢(t) + € nous pouvons pour chaque ¢ € T' choisir un
voisinage ouvert V; de t tel que fi(z) < ¢(x) + € pour tout x € V;. Choisissons alors t1,--- ,t, € T
tels que T'=V;, U---UV,, et posons f := fi; A---A ft,. La fonction f € adh¢R d’apres 'hypothése
de stabilité du lemme et d’aprés la continuité de 'opération A, et de plus pour tout « € T nous
avons a la fois f(z) < p(z) + e et f(x) > @(x) — ¢, ie. |f(x) — p(x)| < €. Ceci nous assure que
adh¢R est dense dans (C(T,R), || |loc), ce qui évidemment équivaut & la densité de R dans I'espace
normé (C(T,R), || ||eo)- [

Disons qu’un ensemble G de fonctions de 1" dans K sépare les points de T si pour tous t1,t9 € T
avec t] # t il existe une fonction g € G telle g(t1) # g(t2).

Théoréme 22.5 (Théoréme de Stone-Weierstrass : version réelle) Soit T un espace com-
pact séparé et soit A une sous-algebre réelle de C(T,R) qui contient la fonction constante Uy (égale
a1l surT). Alors A est dense dans (C(T,R), || |leo) st et seulement si A sépare les points de T.

Démonstration. L’espace T étant normal, il est aisé de voir que l'implication = découle du
Théoréme d’Urysohn. Montrons I'implication inverse. Fixons € > 0 et 1,79 € R. Pour chaque couple
(s,t) avec s,t € T et s # t, par hypothése il existe une fonction gs; € A telle que gs(s) # gs(t).
il existe alors deux réels a et 3 tels que

agst(s)+B8=r1 et ags:(t)+ L =ro.

La fonction fs¢ 1= ags ¢+ 5 vérifie fo1(s) =11 et fo+(t) =72, et for € A car Iy € A par hypothese.
L’implication désirée résulte donc des deux derniers lemmes ci-dessus. |

Enoncons le cas complexe.

Théoréme 22.6 (Théoréme de Stone-Weierstrass : version complexe) Soit T' un espace
compact séparé et soit A une sous-algébre complexe de C(T,C) qui contient la fonction constante
Ur (égale a1 sur T ). Supposons aussi que A soit stable par conjuguaison, i.e. la fonction f, définie
par f(t) := f(t), est dans A pour toute fonction f € A. Alors A est dense dans (C(T,R), | |lec) si
et seulement si A sépare les points de T'.

Démonstration. L'implication = résulte comme ci-dessus du théoréme d’Urysohn. Pour I'impli-
cation inverse posons A, := {Ref : f € A}. Comme Re f = 1(f + f), grace a I'hypothése de
stabilité par conjuguaison nous avons A, C A et A, est une sous-algeébre réelle de C(T,R). Elle
contient la fonction 17 et elle sépare les points de T" car si f(s) # f(t) alors (Re f)(s) # (Re f)(t)
ou (Re(if))(s) # (Re(if))(t). La version réelle nous dit que A, est dense dans (C(T,R),]| ||lsc)-
Comme A = A, +iA,, nous en déduisons que A est dense dans (C(T,C), || ||o)- |

Du théoréme de Stone-Weierstrass on obtient le résultat de séparabilité suivant.
Corollaire 22.7 Soit T un compact de R™. Alors l’espace de Banach (C(T,R), || ||oo) est séparable.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass I’ensemble A des fonctions réelles po-
lynomiales sur 7" est dense dans (C(T,R), || |lcc) car c’est une sous-algébre de C(T,R) qui sépare les
points de T et qui contient la fonction 17. L’ensemble dénombrable des fonctions polynomiales sur
T et a coefficients dans QQ étant dense dans A pour la topologie induite, la propriété de séparabilité
désirée s’ensuit. |
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